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Capitolo 1

Calcolo differenziale su C

Consideriamo C come spazio metrico con la metrica indotta dalla norma |z| = \/R(z)? + S(2)2.
Teniamo sempre a mente 'isomorfismo tra R spazi vettoriali C =, R? con

0:C—R?

tale che ¢(1) = (1,0) e ¢(i) = (0,1). Pertanto la norma complessa equivale alla norma euclidea
di R?. Abbiamo pertanto le stesse nozioni di continuita, convergenza...
Proprieta sui complessi: siano z,w € C, allora:

° éR(Z) _ 2tz

|2+ w| < [z] + |w]

o [z[ = maz(|R(2)],[3(2)])
o [z <[R(2)| +S(2)]
o [z[|lw] = |zw]
el
z |22

Definizione 1.1 Dato z € C — {0}, esiste unico —w < 6 < 7 tale che z = |z|e?. La scrittura
di z prende il nome di forma polare, 0 ¢ detto argomento principale e si indica con Arg(z).
La funzione Arg: C — {0} —] — m,m| é tale che z — Arg(z).

OSSERVAZIONE: La funzione Arg non ¢ continua lungo l'asse reale negativo (R7). Inoltre,
per ogni z ¢ R™ vale che Arg(z) = —Arg(z).

Proposizione 1.0.1 Sia {z,} una successione di numeri complessi, allora z, — z € C se e solo
se R(zn) — R(2) e S(zn) — S(2).



Dimostrazione: limy, ,o0 2, = 2 < |2z, — 2| — 0. Per le proprieta della norma su C abbiamo
max{|S(zn) — S(2)[, [ R(zn) — R(2)|} < |z2n — 2| < |S(2zn) — S(2)] + |R(2n) — R(2)|, passando al
limite si ottiene la tesi.
>
Esemp1O: Sia {z,} una successione con z, = 2% + anH allora z, — i perché possiamo
ragionare membro a membro per il teorema precedente

Corollario 1.0.2 Siano {z,}, {w,} due successioni tali che z, — z e w, — w allora z, +w, —
zEw, zpw, — 2w, |2, = 2], 2 — Z ese 2 £ 0 e 2, £ 0 allora = — 1.

Definizione 1.2 Data la successione {z,} € C indichiamo Sy, = zo+ 21+ ... + z2n = Y i % la
successione delle somme parziali. Inoltre chiamiamo serie lim, . S, = Z?:o zi. Se tale
successione converge a s € C allora s é detta somma della serie: s =) 7z,

OSSERVAZIONE: Se la serie degli z, converge allora z, — 0 (non ¢ vero il viceversa).
EsSEMPIO: )7 jw™ converge < |w| < 1 (serie geometrica):

=) Se |w| > 1 allora |w"| = |w|™ e la serie non converge, assurdo;
<) Se ]w| < 1 data S, = > L w" = 1 —w"t = 5,1 -w) = 5, = % Adesso
limy, ;00 Sn = 7= poiché |M — ﬁ] = |wn+1\ — 0.

o« . .. . o0 . o0
Definizione 1.3 Diciamo che la serie )~ z, converge assolutamente se la serie ) >~ ||
converge.

Proposizione 1.0.3 Sela serie ) . |zn| converge, alloray >z, converge. Inoltre|> > 5 zp| <

ZZO:O |2 |-

Dimostrazione: Visto che |z,| > maz(|R(zn)|, |S(2n)]) = Donto 12n] = D oneo IS(zn)| = Doy S(2).
Per la convergenza assoluta su R la serie Y >/ 3(z) converge e pertanto Y > => >°  R(z,) +
iy 20 S(2) converge.

1Snl =200 zil < 3oty |zil, passando al limite si ha la tesi.
>
EsErc1z1o: Dimostrare che ) — +m2 converge assolutamente e quindi converge.
Osserviamo che |n + in?| > maz(n,n?) = |n?| = n? e pertanto > oo, |m| < Yo%y 4z. Dato

che la serie armonica di grado due converge, converge anche la serie di partenza.
Esercizio: Dimostrare che le seguenti serie convergono assolutamente (e quindi convergono)
per ogni z € C:

n .
L. >, % esponenziale complessa e

2. 320 (g;i)ln)!z%ﬂ seno complesso sin(z)

3300 ((;11))7 22" coseno complesso cos(z)

Dimostriamo soltanto la prima: ZZOZO o converge per il criterio del rapporto.

Teorema 1.0.4 (Teorema di moltiplicazione di Cauchy) Siano > 7 qan, Y oepbn due se-
rie complesse convergenti assolutamente, allora

00 0o o n
E Qn E by, = E E Ambp—m
n=0 n=0 n=0m=0

Corollario 1.0.5 Per ogni z,w € C vale che e*e® = e*T%,



; ; L LEL W 0 _ nomo_ m,, n—m
Dimostrazione: e*e® =3 On, o 2y —Zn 0D om—zn on'Zm 0( ) w
Eoo (z4w)™ _ eFtw

n=0 n! - :

23

OSSERVAZIONE: Se z = x + iy con x,y € R = e* = et = ¢%e = e%(cosy + isiny) per

la definizione di seno e coseno complesso. Per quanto scritto, la funzione esponenziale ¢ una
funzione periodica in y (ha periodo 27i) e dunque, per invertirla, restringo il dominio della parte

immaginaria a | — 7, 7] (S = —7 < §(2) < 7). Definiamo quindi l'inversa:

Definizione 1.4 La funzione Log : C — {0} — S tale che Log(z) = log(|z|) + iArg(z) é detta
logaritmo principale. Notiamo che il logaritmo principale é una funzione discontinua su R™.

Definizione 1.5 Sia f una funzione di variabile complessa definita in un intorno U C C di un
punto z € C. f si dice differenziabile in senso complesso in z se esiste il limite

o 1) = 1)

w—z w—z

Se il il limite esiste lo si chiama derivata di f in z e si indica con f'(z).

ESEMPIO: La funzione f(z) = z & differenziabile in ogni punto e f’(z) = 1 per ogni z € C.

OSSERVAZIONE: Sia f una funzione di variabile complessa, scriviamo f = u + iv con u,v fun-
zioni reali e pertanto posso vedere f come una funzione da R? a R? tale che f(z +iy) ~ f(z,y) =
(u(x,y),v(x,y)). Puo capitare che f come funzione reale sia C* (e quindi differenziabile), ma

che non sia differenziabile in senso complesso.
fz+h)—f(2)

EsEMPIO: f(z) = Z non ¢ differenziabile in senso complesso in nessun punto infatti ==~ =

|

, e il risultato dipende dal cammino scelto per far tendere h a 0. Se invece consideriamo
f : R? — R? definita come f(z,y) = (v, —y) la funzione & C*° (le derivate sono lineari o costanti).

Proposizione 1.0.6 Sia f una funzione di variabile complessa, f derivabile nel punto z, allora
f €& continua in z.

Dimostrazione: Ovvia.
>

Proposizione 1.0.7 (Proprieta della derivata complessa:) Siano f,g funzioni di variabile
complessa differenziabili in z, allora:

1. f+ g e differenziabile in z e vale (f +¢9)'(2) = f'(2) + ¢'(2);
2. fg ¢ differenziabile in z e vale (fg)'(z) = f'(2)g(2) + f(2)d'(2);
3. VYA € C, \f ¢ differenziabile in z e vale (A\f)'(z) = Af'(2);

4. Se g(z) #0 allom e differenziabile in z e vale ( )(z) = f,(z)g(zg);(zf)(z)gl(z).

Dimostrazione: Ovvia.

OSSERVAZIONE: Ogni funzione polinomiale a coefficienti complessi ¢ differenziabile.

Teorema 1.0.8 Siano f,g funzioni di variabile complessa, g € differenziabile in a e f differen-

ziabile in g(a), allora (f o g) é differenziabile in a e vale (f o g)'(a) = f'(g9(a))g (a).



Dimostrazione: Consideriamo U C C intorno di g(a) dove f & ben definita e definiamo la funzione

h(z) = {f(ziiifz‘f)(”” 2 U—{g()}
f'(g(a)) z=g(a)

Adesso Mi(g(a)) = h(g(z))w per ogni z € g~ }(U) — {a}. Passando al limite z — a

)
z z

otteniamo f’(g(a))g’(a) a destra e dunque, per transitivita, si ottiene la tesi (perché la prima
scrittura ¢ il rapporto incrementale di g o f).

>

Definizione 1.6 Sia f: U C R? = R? con U intorno di un punto a; f si dice differenziabile

in senso reale in a se esiste una applicazione lineare A : R? — R? tale che f(x) — f(a) =
(@) _ 0

A(x — a) + r(x) con r(z) che soddisfa la condizione limg_,, T—al =

OSSERVAZIONE: Se esiste 'applicazione lineare A definita come sopra, allora A & unica e la
sua rappresentazione in base canonica valutata in a é:

0
J(f, oha) oty
o1 0x2

8f1( ) afl(a)]

Proposizione 1.0.9 Sia f: U — C cona € U e U aperto di C, allora sono fatti equivalenti:
1. f é differenziabile in a come funzione di variabile complessa;

2. f = (u,v) : R? — R? ¢ differenziabile in (R(a),S(a)) = a e Uapplicazione R-lineare A :
R? — R? ha come matrice associata la Jacobiana J(f,a) che & la moltiplicazione per il
numero complesso f'(a) (J(f,a)c= f'(a)c).

Dimostrazione: Segue dalle definizioni, usando il fatto che f’(a) = A e scrivendo la derivata con
la definizione di o-piccolo.
>
Ci chiediamo adesso come si rappresenta una matrice di moltiplicazione, ovvero quella matrice
A che applicata al vettore (a,b) ~ a+1ib restituisce il vettore moltiplicato per w = («, ) ~ a+if.
Scrivendo tale matrice rispetto alla base canonica C = {(1,0), (0,1)} si ottiene

Mec(w) = [g _Oﬂ

Vale anche il viceversa di quanto osservato, ovvero, se una matrice ¢ fatta nel modo sopra
riportato, allora questa rappresenta la moltiplicazione per un numero complesso della forma
a+1if

Teorema 1.0.10 Sia f = u+iv: U — C, U aperto in C e sia a € U, allora le seqguenti condizioni
sono equivalenti:
1. f ¢ differenziabile in a in senso complesso;
2. f é differenziabile in a in senso reale e si ha che g—g(a) = g—;’(a) e g;”(a) = —%(a). Tali
formule sono dette equazioni di Cauchy-Riemann.

Inoltre vale che f'(a) = am( )—Hax( a) = %Z(a) — i%(“)-



Dimostrazione: Segue dal teorema precedente e dall’osservazione.

>

ESEMPIO: Mostriamo che f(z) = e* ¢ dlﬁeren21ablle Consideriamo f = e* = "W =

e®(cosy + isiny) e pertanto vale che R(f) = u(z,y) = e*cosy e (f) = v(z,y) = e*siny.
Calcoliamo il Jacobiano della funzione f = (u,v) in un punto generico :

J(f, (2, y)) =

dv  Jv T o T
o oy e’siny e*cosy

ou  Ou T T o
oz Oy | _ |:6 cosy —e”smy

Le derivate parziale sono tutte continue in R? quindi la funzione ¢ differenziabile per il teorema
del differenziale totale, inoltre soddisfano le equazioni di Cauchy-Riemann e pertanto la funzione
¢ differenziabile anche in senso complesso. Vale dunque che f/(z) = g—g(z) + i%(z) = e”(cosy +
isiny) = €.
Per mostrare la differenziabilita delle funzioni sinz e cosz e sufficiente notare che, dalle
definizioni in serie, si ha
eiz + efiz e'iz _ ef'iz

COSz = ———— sin 2z = .
2 21

Adesso somma e prodotti di funzioni differenziabili ¢ differenziabile e pertanto si ha la tesi.

Corollario 1.0.11 (Caratterizzazione delle funzioni costanti) Sia f: U — C con U aper-
to connesso di C, allora f é costante in U se e solo se f ¢ differenziabile per ogni z € U e f'(z) = 0.
In particolare se R(f) o S(f) e costante allora f ¢é costante (sempre se f ¢é differenziabile)

Dimostrazione: =) Se f = u + iv costante allora sia u che v sono costanti e pertanto le derivate
parziali di u,v valgono tutte 0 = f’(z) = 0 per ogni z € U;
<) Per le equazioni di Cauchy-Riemann, per ogni z € U si ha 0 = f/(z) = 61:( z) + z “(2) =
g—Z(z) - z‘gz (2) = ‘3—;(2) = %(z) = g—Z(z) = ‘g—Z(z) = 0, ma allora (sfruttando 1’1pote81 di
connessione) u e v sono costanti = f ¢ costante.
L’ultima affermazione deriva direttamente dalle equazioni di Cauchy-Riemann.
>

EsEMPIO: Sia f(z) = R(z), questa funzione non ¢ differenziabile, se lo fosse, infatti, dovrebbe

essere costante poiché Im(f) & costante, ma questo e assurdo.

Definizione 1.7 Sia f : U — C con U aperto di C, f si dice olomorfa in U se é differenziabile
per ogni z € U.

Corollario 1.0.12 (Teorema della funzione implicita) Sia f : U — C olomorfa con U
aperto di C e fissiamo a € U, allora:

1. Se f'(a) # 0 allora esiste un intorno aperto Uy C U di A tale che f‘Ul e iniettiva;

2. Se [ ¢ iniettiva e f’( ) #0Vz €U, allora f(U) ¢ aperto e f~1: f(U) — U ¢& olomorfa con
(FY(F(2) = g V2 € U.

Dimostrazione: Segue dal teorema della funzione implicita per f da R? in R?, basta mostrare che

J(f,2) ¢ invertibile se e solo se f'(2) # 0. J(f,2) invertibile < det(J(f,z)) # 0 < (34(2))? +
(22(2))2 = [(2)] £0 & /() =

>

ESEMPIO: f(z) = €* ¢ iniettiva nell'insieme S = {z € C| — 7 < J(2) < 7} e f(2) # 0 per

ogni z € C. Non possiamo applicare il teorema della funzione implicita perché S non aperto, ma

possiamo restringere il dominio a So = {z € C| — 7 < 3(z) <n}. Pertanto f|; : S0 - C—-R™ ¢

invertibile e la sua inversa ¢ Log .~ : C—R™ — Sp e dunque la sua derivata vale Log'(z) = %



Definizione 1.8 Sia u: U — R con U C R? aperto una funzione di classe C? (cioé esistono e
sono continue tutte le derivate parziali prime e seconde), allora u si dice armonica se per ogni
(z,y) € U il Laplaciano é uguale a 0, ovvero:

Au:(?;;%—g;t)zo

Teorema 1.0.13 Sia f : U — C con U aperto di C funzione olomorfa tale che f = u + iv con
u,v € C?, allora u,v sono funzioni armoniche.

Dimostrazione: % = 8%(%) = 8%(%) = 8%(%) = —2273 dove le uguaglianze derivano dalle

equazioni di Cauchy-Riemann e dal teorema di Schwartz. La funzione u ¢ quindi armonica.
Ripetendo passaggi analoghi per v si ha la tesi.

>

Ci chiediamo se vale il viceversa, dimostreremo piu avanti che & vero se I'insieme di definizione

della funzione ¢ semplicemente connesso:

Teorema 1.0.14 Sia v : U — R armonica e U aperto in R? semplicemente connesso, allora u &
la parte reale di una funzione olomorfa (vediamo U come aperto di C anziché aperto di R?)

Dimostrazione: mancante
D
Esemp1o: Data la funzione Log(z) = log(|z|) + iArg(z), dato che log(|z|) & C? e Log(z) &
olomorfa, si ha, per il teorema dimostrato, che log(|z|) ¢ armonica in C — R™. Possiamo fare di
pit, possiamo mostrare che & armonica in tutto C — {0}. Se considero infatti un diverso ”ramo”
del logaritmo, definendo

Argppar) : C — {0} :— [0, 27) 2z — 0 tale che z = |z]e®
Logjpory : C— {0} = S1 = {2 € C| 0 < J(z) < 27} z — log(|z]) +iArgp 2r)(2)
La funzione Log|g o) definita ¢ olomorfa in C — R* e applicando il solito teorema abbiamo che

log(|z|) & armonica sui reali negativi. Unendo i due risultati log(|z|) & armonica in C — {0}.
notazioni da aggiustare, capire chi e dz e compagnia

Definizione 1.9 Una funzione f : [a,b] C R — C si dice integrabile se R(f) : [a,b] — R,
S(f) : [a,b] — C sono integrabili. In tal caso definiamo
b b b
[ swde= [ @@+ [ S

Proposizione 1.0.15 L’integrale sopra definito soddisfa le regole di integrazione valide per le
funzioni a valori reali, in particolare:

1. L’integrale & C lineare;

2. | [P r@ydt] < [P1f()|de;

3. Sia a < ¢ < b, allora f ¢ integrabile in [a,b] se e solo se f ¢ integrabile in [a,c] e [c,b].
Inoltre vale che fff(t)dt = [°f(t)dt + fcb f(t)dt;

4. Se f ¢ continua e F : [a,b] = C é una primitiva di f (ovvero F' = f come funzione di
variabile reale, la derivata complessa sarebbe nulla, probabilmente se derivo vedendo [a,b]
succedono dei casini perché non é una palla) allora fabf(t)dt = F(b) — F(a);



5. Consideriamo ¢ : [a,b] = R, ¢ € C1([a,b]) e f : R — C continua, allora f;g f(t)dt =
Iz F(e(s))¢ (s)ds

Dimostrazione:

Lo [Pif(t)dt = [PRGfF@))dE+ [2S(f(E)dt = [7—(S())(B)dt + [LR(F))()dt =i [0 f(t)dt,

dove le uguaglianze derivano dal fatto che se f =u+ v < if = v — iu;

2. Sia w = fff(t)dt € C. Se w = 0 ok, altrimenti definiamo u = ‘ﬂ = w = |w| =

w]

| [P F)dt] = ww = [Puft)dt = [PRuf(t))dt < [2lufE)|dt = [7]f(£)|dt, dove la parte
immaginaria scompare perché uw € R e inoltre |u| = 1 per costruzione;

3. Segue dalle dimostrazioni a valori reali;
4. Segue dalle dimostrazioni a valori reali;
5. Segue da 4: se F' ¢ una primitiva di f, allora f o ¢ una primitiva di (f o )¢’

>

Definizione 1.10 Una funzione 7y : [a,b] C R — C si dice curva regolare se sia la sua parte
reale R(7) : [a,b] = C, sia S(v) : [a,b] — C sono funzioni di classe C*.

Definizione 1.11 Una funzione v : [a,b] — C continua si dice curva regolare a tratti se
esiste una partizione di [a,b] data da a = ap < a1 < ... < ap—1 < a, = b tale che le restrizioni
Vi = Niaguassa) stano curve regolari per ogni i.

Definizione 1.12 Sia U C C aperto, si dice forma differenziale una espressione w = f(z)dz
con f:U — C funzione continua.

Definizione 1.13 Sia w una forma differenziale in U aperto di C e sia v : [a,b] — U una
curva regolare, allora definiamo integrale di una forma differenziale w lungo una curva
regolare v l'integrale curvilineo:

[o= [ sy

Se v € una curva regolare a tratti, allora definiamo lintegrale:

A w = ZO / Fe) (1)t

Consideriamo 7 : [a,b] — C curva regolare e t : [a1,b1] — [a,b] di classe C! tale che #/(s) > 0
Vs € [a1,by], allora 41 = yot : [a;,b1] — C & una curva regolare ed ¢ tale che Im~y = Im~y;.
Dunque ~; parametrizza lo stesso cammino di gamma in C. Data w = f(z)dz forma differenziale
in U con y([a,b]) C U, si ha:

b1
/ w= [ Fon(s)(s)ds

1

b1

b1
/ F(y(E(s)) (o 1) (s)ds = / (f o @) (t(s))¢ (t(s))t' (s)ds =

al al

9



/ ’ P (Bds = / o

L’integrale non dipende dalla parametrizzazione se il cambio di parametrizzazione ha derivata
maggiore di 0 (ovvero sto percorrendo [a, b] nello stesso verso). Se invece 7 =y ot con t'(s) <0

per ogni s € [ai, b1], allora
/ w= —/w
" ¥

EsEmMPIO: Sia v : [0,1] — C tale che () = €>™ e sia w = % forma differenziale. Allora:

1
1 .
/ w = / g 2mie* ™ dt = 2mi
o 0

Se invece ora consideriamo 71 : [0, 1] — C tale che 7 (t) = e~ 27 allora:

1
1 .
/ w = / m(—Qﬂ'i)672ﬂndt = 2w = —/w
m 0o ¢ v

Definizione 1.14 Data v : [a,b] — C curva regolare a tratti, si definisce lunghezza di ~y
l'integrale:

b
|l = 1)

Proprieta dell’integrale curvilineo:
1. fv w & C-lineare;

2. f%erw = f%w + fww con vy : [a,b] = C, 72 : [b,c] — C tale che y1(b) = ~2(b) e
7 +72 e d = C

3. |f7w] <cl(y) conw = f(z)dz e |f(2)] < cVz € Im(y) =([a,b]);

4. Se w = f(z)dz & una forma differenziale in U tale che & il differenziale totale di una funzione
F : U — C olomorfa, ovvero w = dF = w = F'(z)dz con F' = f, allora f,yw = F(v(b)) —
F(v(a)) in quanto F o~ & una primitiva di (f o)y

Definizione 1.15 Una forma differenziale w in U si dice esatta se ¢ il differenziale totale di
una funzione olomorfa F : U — C, ovvero w = dF.

Lemma 1.0.16 Sia U C C aperto connesso. Per ogni coppia di punti z1, zo € U esiste una curva
regolare a tratti v in U tale che y([a,b]) C U e ha z1 come punto iniziale e zo come punto finale.

Dimostrazione: Fissiamo z; € U e definiamo
A = {z € U] Jcurva regolare a tratti in U che parte da z; e arriva a z}

Dimostriamo che A ¢ sia aperto che chiuso: se z € A e B(z,e) C U & una palla aperta = B(z,¢) C
A in quanto qualsiasi punto p della palla lo unisco a z tramite una curva regolare che ¢ il raggio
della palla. Allora posso collegare le due curve regolari (da p a z e da z a z1) ottenendo una
curva regolare a tratti da p a z; = A & aperto; analogamente anche U — A & aperto: se infatti
z € U — A, considerando B(z,¢&), Vp nella palla ho una curva regolare a tratti che collega p a z;
se per assurdo p ¢ A potrei collegare i cammini ottenendo una curva regolare a tratti da z; a
z ¢ A. Visto che z; € A, A & non vuoto e U connesso = A =U.

>

10



Teorema 1.0.17 (Teorema di caratterizzazione delle forme esatte) Consideriamow = f(z)dz
forma differenziale in un aperto connesso U C C, allora i sequenti fatti sono equivalenti:

1. w é esatta in U;
2. f ammette una primitiva in U;

3. Sey & una curva regolare chiusa (y(a) = ~(b)), allora f,yw =0;

4. Date 1, v2 curve regolari in U con gli stessi estremi, allora f% w=[,w.

Dimostrazione

12) w=dF & w=F(2)dz< F = f;

3 < 4) Ovvia;

1=3) f,yw = F(v(b)) — F(v(a)) = 0 poiché v & chiusa;

4 = 2) Vorremmo esibire una primitiva di f: fissiamo zp € U e definiamo F(z) = fvw con
v una qualsiasi curva regolare a tratti che parte da zp e termina in z, la quale esiste
per il lemma precedente; F(z) & ben definita in quanto f’Yl w = fvz w per ipotesi se v; e
72 hanno gli stessi estremi. Vogliamo dimostrare che F' & olomorfa e che F'(z) = f(2)
per ogni z € U: consideriamo un generico z; € U e mostriamo che F' ¢ olomorfa in z;:
consideriamo la palla B(z1,e) = Uy C U (esiste perché U ¢ aperto), allora Vz € U; si ha
F(z) = F(z1) + [,w con o : [0,1] = U; tale che o(t) = (1 —t)z1 +tz. (o) = |z — 2],
allora F(2) = F(z1) + [, w = F(21) + [, f(2)dz = F(z1) + [, ((F(2) = F(z1)) + F(z1))dz =
F(21) + [,(f(2) = f(21))dz + f(21)(z — z1) dunque

F() = Fla) o UG = @) oo

Zz— 2z zZ— 2z

> f(2)

infatti: visto che f & continua in z; € U, si ha che V& > 0, 36 > 0 tale che se [z — 21| < 0 =
|f(2) = f(21)] <& Dunque se [z — 21| <6 = | [ (f(2) — f(z1))| < €l(0) = €]z — z1|. Quindi
F' & differenziabile in z; con derivata esattamente f.

>

Definizione 1.16 Sia w una forma differenziale in un aperto U C C, w si dice chiusa seVz € U,
esiste un intorno Uy di z, Uy C U, tale che Wiy, e esatta.

OSSERVAZIONE: Una forma esatta & chiaramente chiusa (basta prendere Uy = U per ogni z),
non vale invece il viceversa, ovvero esiste una forma chiusa che pero non ¢ esatta, facciamo un:

ESEMPIO: w = % in C— {0} & chiusa: se 2 ¢ R, scelgo U; = C—R™ e in Uj si nota che L ¢ la
derivata del logaritmo principale; se z € R™ scelgo un altro ramo del logaritmo (ad esempio tra 0
e 2m) e U = C —R* e tutto funziona bene. Pertanto w ¢ esatta in U; e in Uy. Vediamo pero che
w non ¢ esatta: f,y w = 2mi # 0 con v = curva che percorre in senso antiorario la circonferenza. ~y
¢ una curva chiusa e pertanto, per il teorema precedente, w non puo essere esatta.

Definizione 1.17 Data w una forma differenziale chiusa in un aperto U C C e 7 : [a,b] = U
curva continua, si dice primitiva di w lungo v una funzione continua f : [a,b] — C tale che
Vto € la,b] esiste un intorno Uy C U del punto v(to) € U e una primitiva F di W, tale che

f(t) = F(y(t) YVt € v 1(Uy) (ovvero si sta richiedendo 'esistenza di un’applicazione continua
che sia localmente una primitiva).
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Teorema 1.0.18 FEsiste ed ¢ unica (a meno di costanti additive) la primitiva di w fomra diffe-
renziale chiusa lungo .

Dimostrazione: Unicita: supponiamo di avere fi, fo primitive di w lungo =, allora V¢ € [a, b]
vale che esistono Fi, F primitive di w in un intorno del punto ~(t) tali che Fy(y(t)) = fi(t) e
F5(y(t)) = f2(t) nella controimmagine dell’intorno = F» — F; =costante nell’intorno di ~(t) =
fo — f1 = costante in un intorno di t = fo — fi; & localmente costante = fo — f1 & costante su
tutto [a, b] poiché & connesso;
Esistenza: w chiusa = esiste un ricoprimento di U formato da palle aperte nella quale w ammette
una primitiva. Applichiamo il teorema del numero di Lebesgue a v : [a,b] — U: dato che [a,b] &
compatto esiste una partizione ag = a < a1 < ... < a, = b tale che vy([a;, ai+1]) € B(zi, &) = U;
con B(z;,¢;) palla aperta in cui w ammette una primitiva F' () ¢ v(ai+1) € U; N Ui connesso.
A meno di costanti, possiamo supporre FD|y,qp,,, = FOFV |y, (ovvero si incollano bene).
Ponendo allora f(t) = F®)(y(t)) per t € [a;,ai11], f : [a,b] — C & continua ed & una primitiva di
w lungo 7.

D

OSSERVAZIONE: Se v € regolare a tratti e f € una primitiva di w lungo ~ allora:

[o=> [ w=3 (st - ) = 10 - f(a)
2l i=0 i =0

Definizione 1.18 Sia v : [a,b] — U C C curva continua, w forma differenziale chiusa in U, f
primitiva di w lungo v, definiamo
[o=10)- 1@
gl
Supponiamo d’ora in poi che tutte le curve siano definite in [0, 1] (possiamo supporlo in quanto

ma basta fare un cambio di parametrizzazione che lascia invariati gli integrali), ovvero parliamo
di cammini.

Proposizione 1.0.19 Se v é un cammino chiuso che non passa per 'origine, allora

1

2mi

1
—dz
v 2

€ un numero intero.
Dimostrazione: Una primitiva di % lungo v deve soddisfare f(t) = Log(v(t)) V¢t € [0,1], cioe

deve essere un ramo del logaritmo lungo la curva v = /() = () Vt € [0,1] e visto che (1) =
v(0) = f(1) — f(0) € (2mi)Z. Dunque

21 z

/w:f(l)—f(o) € (2m’)Z:>1,/1dzeZ
v v
D

Definizione 1.19 Sia 0 : [a,b] x [¢,d] — U wuna funzione continua con U aperto di C e sia w
una forma differenziale chiusa in U. Una primitiva di w lungo § é una funzione continua
f :a,b] X [c,d] — C tale che ¥(to,wo) € [a,b] X [c,d] esiste un intorno Uy aperto di 6(to, wo) e
una primitiva F di w,, - tale che f(t,u) = F(5(t,u)) V(t,u) € Up.

Proposizione 1.0.20 Nelle notazioni della definizione precedenti, esiste ed é unica (a meno di
costanti additive) la primitiva di w forma differenziale chiusa lungo ¢.
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Dimostrazione: Unicita: analoga a quella svolta con +;
Esistenza: dato che w ¢ una forma chiusa, sappiamo esistere un ricoprimento di U costituito da
palle aperte in cui w ammette una primitiva. Per il teorema del numero di Lebesgue esiste una
partizione

{a:t0<t1<...<tn:b

c=ug<u <..<up=d

tale che §([ti, tiy1], [uj, uj41]) & contenuta in una palla aperta U; ; in cui w ha una primitiva F(J),
Fissato j possiamo assumere a meno di una costante che F(i’j)|Ui,iji+17j = F(Hl’j)’Ui,ijHl,j-
Definiamo f; : [a,b] X [uj, ujr1] — C tale che f;(t,u) = FOI)(5(t,u)) se t € [ti, tir1]. A questo
punto f; € continua nel rettangolo [a,b] X [u;, u;41] ed € la primitiva di w lungo 5\[a,b]x[uj,uj+1] con
t che varia e u fissato. Allora si ha che f;(t,u) e fj+1(t,u) per u € [uj,u;41] sono delle primitive
di w lungo v(t) = 6(t,u;j+1). Essemdo primitive differiscono per una costante e pertanto posso
assumere che f;(t,u;) = fj+1(t,uj41) per ognit € [a,b]. Possiamo allora definire f : [a, b]x[c,d] —
C tale che f(t,u) = f;j(t,u) se v € [uj,ujt1]. La funzione cosi definita ¢ continua ed ¢ una
primitiva di w su 4.

Teorema 1.0.21 Siano ~o,y1 cammini omotopicamente equivalenti da I = [0,1] in U C C

aperto, se w é una forma differenziale chiusa, allora f% w= ], w

Dimostrazione: Sia § : I x I — U una omotopia di cammini tra -y e 1 ovvero:

5(£,0) = o(t) Vtel
St 1) =m(t) Vel

6(0,8) =7(0) =7(0) Vsel
6(1,s) =10(1) =m() Vsel

Per la proposizione precedente, esiste f : [ x I — C primitiva di w lungo § che quindi soddisfa:

f‘{o}xl = costante f|{1}><I = costante

in particolare dunque f(0,0) = f(0,1) = f(1,0) = f(1,1) e inoltre f‘lx{o} ¢ una primitiva di w
lungo o € f,, . ¢ una primitiva di w lungo ;. Adesso

/w=f<1,o>—f<o,o> /w=f<1,1>—f<o,1>
Yo Y1

che ¢ la tesi cercata.
>

Teorema 1.0.22 Sia U C C aperto semplicemente connesso. Se w € una forma differenziale
chiusa in U, allora w é anche esatta in U.

Dimostrazione: Sia v un cammino chiuso in U = v & omotopicamente equivalente al cammino
costante, allora [ w= [ w = 0 = w ¢ esatta per il teorema di classificazione delle forme
% camm. cst
esatte.
2

Definizione 1.20 Sia a fissato, v : I — C — {a} cammino chiuso, si definisce indice del
cammino chiuso v rispetto ad a la quantita

1 1
I(~,a) / dz e Z
g

21 zZ—a
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Per calcolare I(v,a) si cerca la primitiva di ﬁdz rispetto a vy cioe f : I — C tale che
ef®) = 4(t) — a per ogni t € I. Una volta calcolata I(7y,a) = 5= (f(1) — £(0)).

EsemP1o: Consideriamo 7y : I — S C C — {0} tale che . (t) = €*™*t. Allora f(t) = 2mikt
17, _ f)=f(0)
14, — =0

K 2 21

¢ una primitiva di %dz lungo v = f,y . Dunque I(vg,0) = k (sto percorrendo la

circonferenza k volte).

Proposizione 1.0.23 Ogni cammino chiuso v in C—{a} é omotopicamente equivalente al cam-
mino che percorre k volte la circonferenza di raggio v(0) — a centrata in a per un certo k € Z;
inoltre I(y,a) = k.

Dimostrazione: Supponiamo che a = 0,7(0) = (1) = 1 (possiamo farlo per il cambio di pa-
rametrizzazione). Abbiamo dunque v : I — C — {0} e consideriamo il rivestimento univer-
sale di C — {0} dato dall’esponenziale exp : C — C — {0}. Notiamo che una primitiva f di
w = %dz lungo ~y & esattamente un sollevamento di 7, dunque esiste unica f tale che f(0) =0 e

expo f(t) = e/ = (1);

=
I / C

P

C—{0}

Inoltre f : I — C ¢ un cammino convesso e dunque € omotopicamente equivalente al cammino che
parte da f(0) = 0 fatto da un segmento. Esiste dunque F': I x I — C omotopia di cammini tra f e
v: 1 — [0, f(1)] tale che v(t) = f(1)t e (1) = 1. Vale quindi che f(1) = 27ki per un certo k € Z.
Allora exp o~y & il cammino -y, definito come sopra e H = expo F : [ x I — C & una omotopia di
. - _ 1 17, 1 17, _ _
cammini tra v e exp oy = ;. A questo punto I(v,0) = 5= f7 sdz =g [ cdz= I(v,0) = k.
B
La proposizione ci dice che I'indice di un cammino ~ rispetto ad un punto a conta il numero di
giri percorsi da « intorno ad a con segno positivo o negativo a seconda che i giri vengano percorsi,
rispettivamente, in senso orario o antiorario.

Proprieta dell’indice:
1. 70 ~ v in C — {0}, allora I(y9,a) = I(y1,a) poiché 1dz & una forma chiusa;
2. Se y(I) CU C C — {a} con U semplicemente connesso, allora I(vy,a) = 0;

3. I’immagine di un cammino chiuso e un insieme limitato, dunque esiste r > 0 tale che
v(I) € B(0,r) e C— B(0,r) ¢ connesso per archi = C' — I'm(y) ha un’unica componente
connessa per archi illimitata: i punti interni a tale componente sono detti interni alla curva
v, gli altri sono detti punti esterni a . Possiamo a questo punto definire I'applicazione
I(~,-) : C —~(I) — Z tale che a viene mandato in I(y,a), la quale & localmente costante

(costante su ogni componente connessa) e vale 0 sui punti esterni di ~.

EseMPIO: Consideriamo il cammino chiuso 7y : I — C — {0} tale che y(t) = €2™ il quale
percorre k volte la circonferenza unitaria in senso antiorario: se |z| < 1 = I(y, z) = k, altrimenti,
se |z| > 1= I(y,z2)=0.

Proposizione 1.0.24 Consideriamo i cammini y1,v2 : I — C—{0} e consideriamo il cammino:

Mnye: I — C-{0}
to— 7))
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allora I(v17y2,0) = I(v1,0) + I(72,0).
Inoltre, se |y2(t)| < |m(t)| per ognit e
1+vy: I — C - {O}
t — y1(t) +12(t)

allora I(y1 +7v2,0) = I(71,0).

Dimostrazione: Siano fi e fo due primitive di 1dz tali che e/1(V) = () e e2(®) = 45(¢), allora,
detta f = fi + fo, vale ef® = 41 (t)72(t). Abbiamo dunque: I(y172,0) = fO-1O) f1(1)2;{1(0) +
AL = [(y1,0) + I(72,0)

Consideriamo il cammino 7; + 2 e riscriviamolo come 7 (t) +y2(t) = v (¢)(1+

72()
7 (t)

oc=1+ 1?83 ¢ omotopicamente equivalente al cammino dato dalla circonferenza centrata in 1

di raggio r < 1 = 0 & un punto esterno a o e dunque I(o,0) = 0. Pe il punto precedente si ha
I('yl +’7270) = 1(7170) +I(Ua 0) = I(’Ylvo)'

). Il cammino

>
Nella proposizione seguente consideriamo il bordo del rettangolo R s > 0 percorso sempre
in senso antiorario benché valga [p, . w=0= [ . w=0.

Proposizione 1.0.25 Data w forma differenziale in U disco aperto contenuto in C, se faRw =0
per ogni R rettangolo contenuto in U, allora w e esatta in U.

Dimostrazione: da fare
D]

Corollario 1.0.26 Sia U C C aperto e w una forma differenziale in U, se faRw =0 per ogni R
rettangolo contenuto in U, allora w € chiusa.

Dimostrazione: w € esatta in ogni disco, ovvero ¢ localmente esatta, cioe € chiusa.
2

Teorema 1.0.27 (Teorema di Cauchy) Sia U un aperto di C e f : U — C olomorfa, allora
la forma differenziale w = f(2)dz é chiusa.

Dimostrazione: Ci basta mostrare che per ogni rettangolo R C U, faRw = 0 e poi applica-
re il corollario precedente. Prendiamo dunque un rettangolo R C U e dividiamolo in quattro
rettangoli tramite i punti medi di ogni lato (verso di percorrenza antiorario). a(R) = [jpw =
E?:l faRi w = |a(R)| < Z?:l |a(R;)| e cio ci assicura che almeno uno dei quattro R; soddisfa
la(R;)| > %|a(R)|. Denotiamo tale R; con R e applichiamo lo stesso procedimento trovan-
do un R® tale che |a(R®)| > ila(R(l))L Iterando il procedimento troveremo una successio-
ne di rettangoli R D RY > R > .. tale che ]oz(R(k))\ > i\a(R(k*I))\ > 4%\04(1%(]“*2))\ >
. > 4%\04(]%)\. Sia adesso C*) il centro di R®: la successione di punti C'*) & di Cauchy,
infatti il diametro (lunghezza della diagonale) tende a 0 e dunque fissato ¢ > 0 prendiamo N
tale che diamR(®) < ¢ = |CM) — CM2)| <diamRWN) < ¢ per ogni My, My > N. Sia al-
lora zp = limj_,oo C®) (essendo C¥ di Cauchy ammette limite); si ha zg € N, R(™ e, visto
che diam(R(N) — 0, allora ), R™ pud contenere al pitt un punto = zg = N, R™_ Per ipo-
tesi f & olomorfa in 2, cioé possiamo scrivere in un intorno di zo f(2) = f(20) + f'(20)(z —
20) +7(2)(z — 20) con r(z) — 0 per z — zo; allora a(R®) = f(20) [5pm dz + f/(20) [opm (2 —
20)dz + [yp0 7(2)(2 — 20)dz. Inoltre |a(R)| < 4F1a(RM)| < 481(ORMYmax ¢ poo (I7(2)|]2 —
20|) = 2F1(OR)diag(R®))Ymaz . g (r(2)) = 1(OR)diag(R)Ymazx , pa (7(2)). Facendo ora tendere

k — 00,z — 29 = maz(r(z)) — 0 e dunque a(R) = 0.
>



Corollario 1.0.28 Una funzione olomorfa ammette localmente primitiva olomorfa.

Dimostrazione: L’esistenza della primitiva locale deriva dal teorema precedente e dalla definizione
di forma chiusa; € inoltre olomorfa in quanto ha f come derivata.
B

Corollario 1.0.29 Data f : U — C olomorfa, allora fvw = 0 per ogni cammino v omotopo al
cammino costante in U (v~ 0).

Dimostrazione: f olomorfa = w = f(z)dz chiusa = fv w= fyw=0.
>

Teorema 1.0.30 (Teorema di Cauchy, forma forte) Sia U un aperto di C, a € U un punto,
f:U — C olomorfa in U — {a} (si estende ad un numero finito di punti) e continua su tutto U,
allora w = f(z)dz é chiusa.

Dimostrazione: Ancora una volta ci basta mostrare che faRw = 0 per ogni R rettangolo.
Consideriamo la retta [ parallela all’asse x e passante per a; abbiamo tre casi:

RN1=0) Siprocede come sopra;

RN = lato del rettangolo) Approssimiamo R con rettangoli di vertici a + €,b+ €,¢,d e al-
lora, per quanto detto nella dimostrazione del primo teorema di Cauchy, faRw = 0 e per
e—=0 [ or. W = Jorw (formalmente, per far vedere tale limite, si passa ai moduli e alle
disuguaglianze);

R & tagliato dalla retta [) Siformano due rettangoli Ry, R2 e dunque faRw = faRl w+f8R2 w=
0 per il caso 2 appena visto.

>

Teorema 1.0.31 (Formula dell’integrale di Cauchy) Sia f un’applicazione olomorfa in un

aperto U C C e sia a un punto di U; sia inoltre v : I — U — {a} un cammino chiuso
omotopicamente equivalente al cammino che vale sempre ¥(0) in U — {a}, allora

1 f(2)
 2mil(y,a) ), 2 — adz

f(a)

Dimostrazione: Definiamo la funzione

f(z) — fla)
g9(z) = z—a
f(a) z2=a

La funzione g(z) & continua poiché f ¢ olomorfa; ¢ olomorfa poiché rappresentata da funzioni
olomorfe e al denominatore ¢ diversa da 0 in U — {a}. Possiamo applicare Cauchy in forma forte
(v € omotopicamente equivalente al cammino banale intorno ad a):

/g(z)dz:():/f(z;:f(a)dz:—f(a)/Ziadz—k/zf(_zldz

z#a

e dunque:
1 f()
= d
fa) 2mil (7, a) [y —a”
>
EsErcizio: Calcolare gli integrali: le\=1 %dz e f|2_1|:1 ZQ—aldz. Risolvimi
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Capitolo 2

Serie formali e funzioni analitiche

Definizione 2.1 Una espressione nella variabile = della forma ) ;- arz® con ay, € C si dice
serie formale. L’insieme delle serie formali si indica con C[[z]].

Operazioni tra serie formali:
Somma: (3, apz®) + (3, bra®) = 2, cxa® con e = ag, + by;
Esistenza dello 0: Prende il nome di serie nulla la serie >, 0z*;
Moltiplicazione per scalare: \Y, ajz* =", Aayz* con X € C;
Moltiplicazione tra serie formali: (), akxk)(zk bpat) = >k dpz® con dj, = Ele a;by_;;
Esistenza dell’l: 1 =12+, , 0z*.

Notiamo che con le operazioni appenda definite C[[z]] & un’algebra che contiene Clz| come
sottoalgebra. Per come ¢ definito il prodotto C[[z]] ¢ un dominio.

Lemma 2.0.1 s(z) =Y, axz® ¢ invertibile in C[[z]] < ag # 0.

Dimostrazione: =) Se s(x) ¢ invertibile, allora 3(3_, bxz*) tale che (3, apz®)(>, bpa®) =1 =
aobo =1=ag 75 0
<) Assumiamo che ag # 0. La serie s(x)~! per esistere deve essere tale che

aobo =1
apb1 + a1bg =0
apba + a1by + azby =0

Questo e un sistema lineare che di cui si puo trovare soluzione risolvendo in ordine le equazioni
e dunque s(x) ¢ invertibile.

B>

EsEmpIO: (1 —z) € C[[x]] & invertibile come serie formale: (1 —2) ! =1+z+ ..+ 2%+ ...

Definizione 2.2 [l campo delle frazioni (o dei quozienti) dell’anello delle serie formali si indica
con C((x)) e i suoi elementi si dicono serie di Laurant formali nella variabile x.

Lemma 2.0.2 Ogni elemento non nullo S(z) € C((x)) si puo esprimere in modo unico nella
forma S(z) = z¥(ap + a1z + ... + apx™ + ...) conv € Z e ay # 0.
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Dimostrazione: Sia S(x) = %ﬁ;fji: e sia h = min{k|c; # 0}. Per il lemma precedente
sappiamo dunque che ¢j, + ¢ppq12 + ... € invertibile in C[[z]]. Possiamo dunque scrivere S(z) =
z7 " (bo4+brz+...)(ch+cpprz+...) "L, cioe come il prodotto di due serie formali per 27", Svolgendo
il prodotto si ottiene S(x) = = "(x¥(ap + aix + ...)) con z* potenza pit bassa con coefficiente
diverso da 0. L’unicita segue banalmente.
D

Ogni serie di Laurent meromorfa S(z) si puo scrivere in modo unico come una serie di potenza
in x a coeflicienti in Z avente solo un numero finito di termini con esponenti negativi cioe:
S(x)=a—mz ™+ ... +a_127 1 + P(x) con m €N, a_,, # 0 e P(z) € C[[z]]. P(z) & detta parte
principale. Inoltre 'intero v del lemma ¢ detto ordine della serie S(z) e si indica con o(S).
Poniamo per definizione 0(0) = oo dove 0 & la serie nulla.

Proprieta dell’ordine: Date S, T serie di Laurent:

1. o(S-T)=0(S) + o(T);
2. o(S £ T) > mino(S),o(T) e vale 'uguale se o(S) # o(T);

@

S(x) € C[[z]] < o(S) = 0;
o(S71) = —o(9).

-

Definizione 2.3 Siano S(x),T(z) € Cl[z]] con o(T) > 1 cioé S(z) = > ;5 arz® e T(x) =
Zkzl bpx®. Definiamo composizione di S con T la serie formale:

(SoT)(w) =Y ap(T(x))" = ar(D_bja?)"

k>0 k>0 j>1

La composizione & ben definita poiché Yk > 0, o(T*) > k (o(T) > 1) e dunque Yk > 0 il
coefficiente di zF in S o T & somma di un numero finito di termini.

Definizione 2.4 Sia S(x) =} ;- aprk € C[[x]]; definiamo la sua serie derivata come la serie
formale S'(x) =37, kapah—1.

OSSERVAZIONE: Per il momento dobbiamo intendere la scrittura di S’(x) solo come una
definizione senza legami con la definizione di derivata.

La serie che si ottiene iterando il processo di serie derivata k volte si indica con S®*)(z) =
klay, + termini di grado positivo. Da questo di ricava che il coefficiente k-esimo della serie S(x):

. . (k)
infatti ap = S k!(o)

Data una serie formale, vorremmo valutarla in punti z € C per ottenere una funzione definita
in un sottoinsieme di C. Sia dunque S(z) = 3,5 arz®: la valutazione S(z) & un numero

complesso se la serie di potenza converge, ovvero se esiste [ finito tale che ), apzk = 1.
Diamo adesso qualche richiamo sulle serie di potenza, sulle successioni e serie di funzioni:

Definizione 2.5 Sia U C C e sia f : U — C una funzione. Definiamo ||f|| = sup,ep |f(2)]
norma di f.

OSSERVAZIONE: Se f, g sono limitate, allora: ||f + g|| < ||f]| + ||g]| e dato A € C = ||Af]| =
|A| - ||f]|- In pratica || - || definisce una norma sullo spazio vettoriale delle funzioni limitate da U
in C.

Definizione 2.6 Sia {f, : U — C} successione di funzioni; la successione converge umni-
formemente in U se 3f : U — C tale che Ye > 0, AN >> 0 tale che ||fn — f|| < ¢
Vn > N.
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Lemma 2.0.3 Il limite uniforme di funzioni continue & continuo.

Dimostrazione: Gia fatta.
N

Definizione 2.7 Sia {f, : U — C} successione di funzioni; diciamo che la serie di funzioni
Y k>0 fu(x) converge uniformemente in U se la successione delle somme parziali Sp(x) =
S h—o fe(z) converge uniformemente. La serie di funzioni y_,~, fr(x) converge totalmente in
U se la serie Y .~ || frl| converge. -

OSSERVAZIONE: Se ), fr(z) converge totalmente in U allora:
1. Y p>o fu(x) converge assolutamente in U (Vz € U);
2. > k>0 fk(w) converge uniformemente in U.

Sia S(z) € C[[z]], S(x) = > 150 apx®; se la valutiamo otteniamo una serie di funzioni S(z) =
D k>0 aiz*, ma dato che le funzioni sono monomi, questa & una serie di potenza.

Teorema 2.0.4 Sia S(z) una serie formale S(z) =3 apx®, allora 3p € RY U {co} tale che:

1. La serie di potenze S(z) =) 1 arz® converge totalmente nella palla chiusa centrata in 0

e raggio v con r < p, ovvero S(z) converge totalmente in B(0,r) per ogni r < p (e quindi
converge assolutamente in B(0, p))

2. La serie non converge per |z| > p.

Dimostrazione: Gia vista ad analisi 1.

Definizione 2.8 Il numero p prende il nome di raggio di convergenza.

Teorema 2.0.5 (Teorema di Hadamard) Il raggio di convergenza p di una serie di potenza

st ottiene come p = [re— ] Vierl

Dimostrazione: Sia t = limsup;, ¥/|ax| e supponiamo ¢ # 0, co. Per definizione di lim sup sappia-
mo che per k abbastanza grande |ay| < t*. Fissiamo z tale che |z| < 1 e poniamo ¢ = t|z| = ¢ < 1

e apz"| < |tk‘;—k| = c*. Adesso la serie 3, c* converge (serie geometrica) e dunque p > 3. Mo-
striamo 'altra disuguaglianza: Ve > 0 esistono infiniti & tali che {/[ag| >t — e = Per |2| = L,
laxz¥| > 1 per infiniti k& e dunque la serie 3, axz* non converge = p < % e dunque la tesi.

D

Definizione 2.9 La palla B(0, p) é detto disco di convergenza.

OSSERVAZIONE: I teoremi dimostrati ci dicono che dentro al disco ¢’¢ convergenza, fuori no e
non sappiamo nulla sul bordo.
ESEMPI:

2 h io di =1 e pertant ssolutamente per tutti gli z di

® > ;>0 7z haraggio di convergenza p = 1 e pertanto converge assolutamente per tutti gli z di
norma 1. Inoltre sul bordo converge perché la serie dei valori assoluti ¢ una serie armonica
generalizzata;

. Zkzo 2* ha raggio di convergenza p = 1, ma diverge assolutamente Vz tale che |z| = 1;
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2k i : o] .
° Zkzo z=", studiare p e convergenza lungo il bordo.

Proposizione 2.0.6 Siano A(z), B(x) € Cl[z]] con raggio di convergenza p > 0, allora S(x) =
A(z) + B(z) e P(x) = A(z)B(x) hanno raggio di convergenza maggiore uguale a p. Inoltre, per
|z| < p, S(z) = A(2)B(2) e P(z) = A(2)B(z2).

Dimostrazione: Siano A(x) = >~ arz®, B(z) = 3150 bk®®, S(2) = 3150 ckx® con ¢ = ay + by,
e P(z) =) 150 dpx® con dj, = Zf:o a;bi—;. Chiamiamo ~y, = |ag| + |bg| € op = Zf:o |ai||br—]|.
Abbiamo quindi che |cix| < v e |di| < 6 per la differenza triangolare. Vr € R, r < p vale che
> im0 lagl™®, > < o [br|r* convergono e dunque Y, <, yx7* converge. Allo stesso modo Y, ~q k"
converge e dunque per confronto S(r) e P(r) convergono assolutamente per ogni 7 < p e dunque
il raggio di convergenza di P(z) e S(x) ¢ maggiore uguale di p.

Teorema 2.0.7 Siano S(x) =} ;5 arz®, T(z) = 2 k>0 bk, (SoT)(z) = U(x) = 2 k>0 ar(T(z)k =
> k>0 k(D1 bjal)k; se p(S) > 0 e p(T) > 0, allora p(U) > 0. Piu precisamente esiste 7 > 0
tale che 3~y b|7* < p(S). Inoltre p(U) > 7 e Vz € B(0,7) si ha che U(z) = S(T(2)).

Dimostrazione: Per r sufficientemente piccolo be|r* converge ed anche by|rF—1
p k>1 g k>1

converge e dunque Y o |b|rF = 730 bt =0 0 e pertanto esiste 7 > 0 tale che
S s belTE < p(S) = S |ak| (D251 |b;|7)% converge. 1 coefficienti in modulo di U(z) so-
no determinati dai coefficienti dell’ultima serie scritta, dunque p(U) > 7.

Dobbiamo ora mostrare che Vz € B(0,7) si ha U(z) = S(T'(z)), ma, per quanto visto, la for-
mula ¢ valida se S & un polinomio; consideriamo quindi le somme parziali: Sy (x) = Zi\[zo apzh.
Si ha Sn(T'(2)) = (Sy o T)(2). Ogni coefficiente in modulo della serie U(z) — Sy(T'(z)) & do-
minato dal corrispondente coefficiente della serie » ;o n |ag|(D2;5; b;|77)* e quindi Ve > 0,3Ny
tale che VN > Ny abbiamo |U(z) — Sy(T'(2))| < e per ogni z € B(0,7). In ogni palla chiusa
contenuta in B(0, p(5)) la successione delle funzioni Sy tende uniformemente ad S = IN; tale
che VN > N; |S(T(2)) — Sn(T(2))| < € Vz € B(0,7). Prendo ora N > maxz{Ny, N1} e ho
U(2) = S(T()] < |U(2) = Sn(T(2))| + SN (T'(2)) = S(T(2))| < 2¢ Vz € B(0,7).

D
Corollario 2.0.8 Sia S(z) =3 ;5 aprk € C[[x]], ag # 0; se p(S) # 0, allora p(S~1) # 0.

Dimostrazione: Possiamo assumere ag = 1 e dunque S(z) = 1+a1z+... = 1-5;(x) con o(S1) > 1.
Vale dunque che S~ (z) = ﬁl(z) =1+ Si(x) + S7(z) + ... = T(S1(x)) con T(x) = Y ;0 k.
Poiché p(T) =1 # 0 = p(S~!) # 0 per il teorema precedente

D

Teorema 2.0.9 Sia S(z) = > ,soaxz® € Cl[z]] e sia S'(z) = >~ karz™ ! la sua serie
derivata; allora p(S") = p(S) # 0 e Yz € B(0,p(S)) si ha -

§'(z) = }lg% S(z+ hf)L —8(2)

Dimostrazione: Notiamo prima di tutto che se z € B(0,p(S)) e h & sufficientemente piccolo,
anche z + h € B(0, p(S)) e quindi ha senso parlare di S(z + h).

lim sup,, ]kakﬁ = lim supy, |k:|% lim sup, |ak|% = ﬁ quindi p(S) = p(S’). Scegliamo adesso r <
p(S) tale che z,z+h € B(0,7) = S(z4+h) = 335 ar(z+h)" = 3o an(2F + k2K h4h?pi(z, b))

con pi(z,h) = 2?22 (I;)hj”zk*j. Per |h| < § si ha |pg(z, h)| < pg(r,d), quindi w -
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S'(2) = > j>oharpi(z,h) converge (poiché convergono le serie a sinistra). Prendiamo quin-
di il modulo e abbiamo |*EHH=5E) — /()| = |n S0, arpr(z,h)| < B Xy larllpe(z, h)| <

|h| > k2 lak|pk(r, 6) B0, perché limitata ultima serie?
>

Corollario 2.0.10 La serie S definisce una funzione olomorfa (e continua) in B(0,p(S)). La
derivata di tale funzione & la funzione definita dalla serie S’.

Dimostrazione: Segue direttamente dal teorema precedente.
>

Definizione 2.10 Sia U C C un aperto, una funzione f : U — C si dice analitica in zy € U se
esiste una serie di potenze Y o ax(z — 20)® convergente in B(zy,r) (convergenza assoluta) per
qualche r > 0 e tale che in B(zy,7) si abbia f(z) =Y ;< ax(z — 20)*. Diciamo che una funzione
e analitica se é analitica in ogni punto di U. -

Proprieta) Vediamo alcune proprieta delle funzioni analitiche:

1. Se f & analitica in U, allora f & anche continua in U (per limite uniforme di funzioni
continue);

2. Se f, g sono analitiche in U e A € C allora f + g, fg, Af sono analitiche in U e g ¢ analitica
in Uy ={z € Ulg(z) # 0} (segue dalle operazioni sulle serie convergenti);

3.S51aVCCef:U—C,g:V—=C,g(V)CU allora f o g ¢ analitica in V:
Sia zp € V e sia wy = g(20), allora in un intorno di zg si ha g(2) = wo + > 15 ar(z — 20)*
e, in un intorno di wy si ha f(w) = > .5bj(w — wo)) e posso sostituire g(z) — wy =
> i1 ak(z — 20)* al posto di (w — wp) nella scrittura di f. Otteniamo in questo modo una
serie assolutamente convergente a f(g(z)) in un intorno di 2z (siamo riusciti a scrivere fog

in forma analitica.

Proposizione 2.0.11 Sia a € C e f(z) = > ;5o ar(z — a)* una serie di potenze assolutamente
convergente in B(a,r), r > 0, allora la funzione f : B(a,r) — C definita dalla serie ¢ analitica
in B(a,r).

Dimostrazione: Possiamo assumere che a = 0, cioe f(z) = > ;5 arz® in B(0,r). Fissiamo
zp € B(0,7) e s > 0 tale che B(zg,s) C B(0,r) (quindi |zo| + |z — 20| < 7, Yz € B(z0p,s)). Posto
. kg
z = (2 — 20) + 20 otteniamo f(z) = > ;g ar((z — 20) + 20)F = > k>0 ak(Z?:o (’;) (z—20)72 7).
Se z € B(z0,s) si ha convergenza assoluta per ipotesi. = > ;-qak([z — 20| + |z0|)¥ converge
assolutamente =, - ax (|2 — zo| + |z0)% = > k>0 |ak|(2§:0 (];)\z — 201]20/%77). Adesso f(z) =

20Xk (l;)zg_j)(z — z9)? in B(z0,8) = f & analitica in 2.
D

Teorema 2.0.12 Sia f : U — C analitica in U, allora ammette derivata di ogni ordine che sono
tutte funzioni analitiche (e quindi continue) in U.

Dimostrazione: Fissiamo 2z € U, allora in una palla centrata in 2o si ha f(z) = 3,5 ar(z — 20)*
quindi f'(2) = Y ,o1 kar(z — 2)¥~1. Tterando il procedimento si ha f(™)(z) :72k>nk(k: —
1)---(k —n+ 1)ag(z — 20)"" e queste sono tutte analitiche (e quindi continue) in una palla
centrata in zg.

>
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Proposizione 2.0.13 Sia f una funzione analitica che ha uno sviluppo in serie in un disco
B(a,r), allora f ammette una primitiva in B(a,r).

B = (-

Dimostrazione: f(z) = Y psoar(z — a)f in B(a,r). La serie Y, iz —a)

a) o nrg(z — a)*. Adesso Y k>0 gz — a)¥ converge assolutamente in B(a,r) quindi (z —

a/) Y k0 mpg (2 — a)k converge ad una funzione continua g(z). Allora g(z) ¢ analitica in B(a,r) e
9'(z) = f(2).

D

ESERCIZ10: Trovare uno sviluppo in serie di potenza del ramo principale del logaritmo in un

intorno di zg = 1.
Soluzione: (Log(z)) = 1 = ﬁ = k>0l — 2)k = Zkzo(_l)k(z — 1)* nella palla B(1,1);

C1\E
essendo analitica, in questa palla ammette una primitiva che ¢ ), %(2 — 1)1 e questa

differisce da Log(z) per una costante. Dato che entrambe si annullano in z = 1 allora Log(z) =
Zkzo %(Z —)Mlin B(1,1).

Teorema 2.0.14 Sia f una funzione olomorfa in U C C tale che U 2 B(zp,7) con z9 € U e
r > 0, allora f ammette una espressione in serie di potenze convergente in questa palla, ovvero

(k)
f(2) = Ypso an(z — 20)F con ay, = f kszo = 5L faB(ZO, (gfz(wdg, dove il bordo é percorso in
senso antiorario e 0 < s < r.

Dz’mostmzione Consideriamo il punto z nella palla B(zp,7): allora vale la formula dell’integrale

di Cauchy f(z) = 55 faB (20,5 g(i d¢ con s tale che ||z — zp|| < s < r. Riscriviamo
1 . 1 o 1 1 Z z — ZO
§—2 &§—20—(2—20) 5*20(1—2:2 k>0§*0

dove 'ultima uguaglianza deriva dal fatto che |Z =0 \ < 1. Inoltre, per lo stesso motivo, possiamo
scambiare la serie con 'integrale e pertanto:

f(z):l,/ f(§) d{zl‘Z/ f(&) (220 kge —

270 JoB(z0,s € — 2 2mi =4 JoB(z0,5) § ~ 20 & — 20

I o Y f& 1
- Ly 0)/8]3(207) (e

i 2 9 E—20E— 2

dove l'integrale non dipende da s e pertanto la formula vale in B(zp,7). Vale dunque che una
funzione olomorfa in B(zp,r) ¢ analitica nella palla.
>

Corollario 2.0.15 Sia f una funzione olomorfa in U C C aperto; allora f ¢ analitica in U,
quindi ha derivate di ogni ordine tutte analitiche.

Dimostrazione: Per ogni punto in U troviamo una piccola palla tutta contenuta in U e usiamo il
teorema appena dimostrato.
D
OSSERVAZIONE: Grazie al teorema precedente e al fatto che una funzione analitica ammete
derivate di ogni ordine abbiamo dimostrato 1’equivalenza su C tra funzioni analitiche o olomorfe.
OSSERVAZIONE: Consideriamo f : R — R tale che f(z) = e T se x #0e f(0) =0. La
funzione f ¢ C°° ma non e analitica.
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OSSERVAZIONE: Lo sviluppo in serie di una funzione olomorfa in U C C aperto dipende dal
punto in cui viene centrato zg € U; f converge nella piu grande palla aperta centrata in zg e
contenuta in U, ma non converge negli altri punti. Ad esempio lo sviluppo in serie di Log(z)
intorno a zp = 1 non converge intorno al punto i (non sta dentro B(1,1).

EsErcI1z10: Trovare uno sviluppo in serie di Log(z) intorno al punto 4: Risolvimi

Teorema 2.0.16 (Disuguaglianza di Cauchy) Nelle ipotesi del teorema precedente vale che

AT gy |f]

lag| < F

Dimostrazione: ap = d¢ e passando ai moduli e maggiorando (I(y) = 27r)

1 f©
2mi JOB(z0,7) (€—20)FF1
si ha

) < maxiB(zw)]ﬂ

rk

1
jax| < 5-marge oy

D1

ESERCIZIO: Sia f una funzione analitica in una palla B(0,1) e tale che ||f(2)|| < 1 Vz €

B(0,1). Dimostrare che |f*)(0)| < k!. Segue direttamente dal teorema precedente e dal fatto
che apk! = f*)(0).

Definizione 2.11 Una funzione f olomorfa su tutto C si dice intera.
Teorema 2.0.17 (Teorema di Liouville) Le uniche funzioni intere e limitate sono le costanti.

Dimostrazione: Sia f una funzione intera, dunque esiste uno sviluppo in serie centrato nell’origine
flz) = Zkzo ayz* con raggio di convergenza infinito. Inoltre, poiché f ¢ limitata 3B > 0 tale che
|f(z)] < BVz e C. Usiamo adesso la disuguaglianza di Cauchy e dunque |ay| < Tﬁk per ogni r > 0
e per ogni k > 0. Non appena k & maggiore o uguale di 1 & sufficiente scegliere r arbitrariamente
grande per far si che |ax| — 0 e dunque f = ag costante.

>

Corollario 2.0.18 cos(z) e sin(z) non sono funzioni limitate sui complessi.

Dimostrazione: Sono funzioni analitiche, ma non costanti e dunque non possono essere limitate.
Per una verifica diretta basta considerare cos(z) = % e scegliere z = 4y con y reale e far
tendere y all’infinito.

>

Corollario 2.0.19 Una funzione intera e non costante ha immagine densa in C.

Dimostrazione: Sia f intera e non costante e assumiamo che 'immagine di f non sia densa: allora

Jdo e Ces>0,s €R tale che |f(s) —a| > s per ogni z € C, allora g(z) = ﬁ ¢ olomorfa su

tutto C dunque ¢ intera e soddisfa |g(z)| < % Vz € C = ¢ ¢ intera e limitata, dunque & costante
e dunque f & costante, assurdo.
>

Teorema 2.0.20 (Teorema fondamentale dell’algebra) f(z) =ag+ a1z + ...+ a,2" € C[z]
con an =0 en > 0. Allora f ammette almeno una radice complessa.
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Dimostrazione: Se f(z) # 0 per ogni z € C, allora g(z) = ﬁ ¢ intera. Posso scrivere f(z) =

2Man + =+ 4 95) per z # 0. Adesso lim, ;o f(2) = 400 e dunque lim,, o, = O e

dunque esiste 7 > 0 tale che |g(2)| < maz¢cp,)|9(2)| cioe g & limitata. Allora per Louville g &
costante e quindi anche f & costante, assurdo.

>

Sia f una funzione analitica in un intorno di @ € C = f(2) = >+ ax(z — ) in un intorno

di a. Se f non ¢ identicamente nulla i coefficienti non sono tutti uguali a 0 e pertanto possiamo

dare la seguente:

Definizione 2.12 Data f analitica si definisce ordine di f(z) in a Of(a) = min{k > 0|aj, # 0}
che é anche l'ordine della serie formale Zkzo apx®.

Proprieta dell’ordine: data f : U — C non costante e con a € U, allora:

1. Of(a) >0 < a e uno zero di f (f(a) =0);

2. Op(a) = Of_fg)(a) = 1;
3. Esiste sempre un intorno aperto A C U di a tale che Of(2) =0Vz € A — {a};

Le prime due implicazioni basta svolgere i conti. Vediamo la terza: se f(a) # 0 cioe Of(a) =0
allora la tesi & vera per continuita. Se f(a) = 0, allora Of(a) = h > 0; scriviamo f(z) =
Sisoar(z —a)f = (2 —a)" 3, ak(z — a)f ", La funzione Y, -, ar(z — a)*~" converge asso-
lutamente in B(a,s) per qualche s. Allora Oy4(a) = 0 e dunque per continuita g(z) # 0 in un

intorno A di a. Dunque f(z) = (z — a)"g(2) # 0 in A — {a} cioe Of(z) =0Vz € A— {a}.

Teorema 2.0.21 (Principio del prolungamento analitico) Sia U un aperto connesso di C,
z0 €U e f:U — C analitica. Allora le sequenti affermazioni sono equivalenti:

1. f®)(z) =0 Vk > 0;
2. f e identicamente nulla in un intorno di zo;

3. f e identicamente nulla su tutto U.

Dimostrazione:

[
4

I

1=2) f(2) = ps0ak(z — 20)* in un intorno di zo con aj =
2 = 1) Ovvio (una funzione costante ha derivata nulla);
3=1) Ovvio

2 = 3) Consideriamo A = {z € U|f ¢ identicamente nulla in un intorno di z} che ¢ aperto per
definizione e non vuoto poiché contiene zy; basta allora dimostrare che A & anche chiuso
poiché U & connesso; sia z € A, esiste una successione di punti {z,|z, € A} tali che 2z, — 2.
Dato che (2 = 1) si ha che f*)(z,) = 0 per ogni n e per ogni k > 0. Le derivate di f sono
analitiche e dunque continue e dunque f*)(z) = 0 per ogni k > 0 e quindi (1 = 2) f &
identicamente nulla in un intorno di z e dunque z € A. Dato che A = A si ha la tesi.

>

Corollario 2.0.22 Sia U C C aperto connesso, zg € U, f,g: U — C funzioni analitiche. Se f,g
coincidono in un intorno di zg, allora coincidono su tutto U.
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Dimostrazione: Basta applicare il teorema precedente a f — g.
>

Teorema 2.0.23 Sia U C C aperto connesso e sia f : U — C funzione analitica non identica-
mente nulla, allora l'insieme degli zeri di f e discreto.

Dimostrazione: Supponiamo 'esistenza di a € U tale che f(a) = 0 (altrimenti non c¢’¢ nulla da
dimostrare). Essendo f non identicamente nulla, non lo &€ nemmeno in nessun intorno aperto del
punto a per il teorema precedente. Allora, per quanto visto nelle proprieta, esiste A C U intorno
di a tale che Of(z) = 0 per ogni z € A — {a} (cioe f(z) # 0Vz € A — {a}). Allora nellinsieme
degli zeri di f ogni punto ¢ aperto (A N {zeri} ¢ aperto ed ¢ uguale a {a}), ovvero l'insieme ¢
discreto.

2

Corollario 2.0.24 Sia U C C aperto connesso, f,g analitiche in U, allora S = {z € U|f(z) =
g(z)} se non é vuoto é discreto o é uguale a U.

Dimostrazione: Segue direttamente dai due teoremi precedenti.
>

EseRrcIz10: Sia U C C aperto semplicemente connesso e sia f : U — C analitica tale che
f(2) #0Vz € U allora

1. Esiste una funzione analitica h : U — C tale che f(z) = " per ogni z € U;
2. Esiste una funzione analitica H : U — C tale che f(z) = H(2)" per ogni z € U, Vn € N.
Svolgimento:

1. Consideriamo (Log(f)) = fT, : U — C analitica (composizione di funzioni analitiche) e sia

F : U — C unasua primitiva. Adesso G(z) = ‘f((;)) ¢ analiticae G'(z) = F,(Z)eF(ZLJ;((?))_Qf/(Z)eF@ =

0= ef®) = ¢f(2) con ¢ € C. Ponendo ¢ = e* e h(z) = F(z) — A si ha e"®) = f(2);

.o . . h(z)
2. Nelle notazioni precedenti basta considerare H(z) = e n .

ESERCIZIO: Dimostrare I'esercizio precedente utilizzando i rivestimenti e 'ipotesi di semplice
connessione

Teorema 2.0.25 (Teorema dell’applicazione aperta) Siano U C C un aperto connesso e
f:U — C una funzione analitica non costante; allora f é aperta.

Dimostrazione: Dobbiamo mostrare che se A C U ¢ aperto e e a € A, allora f(A) contiene
un intorno aperto di f(a). Possiamo assumere a = f(a) = 0 (altrimenti trasliamo tutto), e
scriviamo f(z) = 2"(an + apt12 + ...) in B(0,7) con n > 0 e a, # 0 sviluppando in serie
intorno allo 0. Posto g(z) = a, + ant1z + ..., g(2z) non si annulla in 0 e dunque esiste s > 0
tale che g(z) ¢ non nulla Vz € B(0,s) (continuita). Esiste allora H : B(0,s) — C tale che
g(z) = H"(2) = f(2) = (zH(2))" = f{§. Verifichiamo che (fy)’(0) # 0 per poter applicare il
teorema della funzione implicita ad fo. (fo)' (2) = H(z)+2zH'(z): valutando in 0 e ricordando che
an # 0 si ha che la derivata non si annulla. Dunque fj € aperta in un intorno di 0. L’applicazione
che manda z — 2" € un rivestimento e dunque una applicazione aperta. Quindi f & aperta in un
intorno di zero.

>
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Teorema 2.0.26 (Principio del massimo modulo) U C C aperto connesso e f : U — C
analitica e supponiamo esista zo € U tale che |f| : U — R ha un massimo locale (relativo) in zo;
allora f é costante.

Dimostrazione: Consideriamo la scrittura f(z) = Y50 ax(z — 20)¥ in un intorno di 2o e usiamo
il teorema della applicazione aperta. Se f non & costante, allora YUy C U intorno aperto di zo,
f(Uy) & aperto = f(Uy) 2 B(f(z0),7) = f(Up) contiene i punti che hanno norma maggiore della
norma di f(z9) = ao (ad esempio f(zp) + ¢) e dunque zp non € un massimo locale per la norma
di f.
>

OSSERVAZIONE: Sia f : K — C analitica, non costante e con K compatto, allora |f| assume
il suo massimo nei punti che sono sulla frontiera di K. non ho la connessione

Esercizio: Sia U C C aperto connesso, f : U — C analitica, se R(f) : U — R ammette
massimo locale in un punto zg € U, allora f & costante. risolvimi

Teorema 2.0.27 (Lemma di Schwartz) Sia D = B(0,1) disco unitario aperto e consideriamo
f: D — D analitica tale che f(0) =0, allora |f(2)| < |z| per ogni z € D e |f'(0)| < 1. Inoltre, se
|f(0)] =1 oppure |f(z0)| < |z0| per qualche zy € D, allora f é una rotazione intorno all’origine.

Dimostrazione: f(0) = 0 = ap = 0 = g(z) = f(zz) ¢ analitica (sto soltanto abbassando di
grado la serie di f(z)). Fissiamo 0 < r < 1 e allora Vz € dB(0,r) si ha che |g(z)| < 2 (poiché
|f(2)] < 1e|z| = r), ma allora per il principio del massimo modulo (per l'osservazione) la

disuguaglianza vale anche all’interno della palla e dunque, facendo tendere r a 1, otteniamo che
Vz € D |g(z)] <1=|f(2)] <|z|; inoltre f'(0) = ¢g(0) e dunque |f'(0)] < 1.

Per la seconda parte se 329 € D tale che |g(z0)] = 1 = g ¢ costante (principio del massimo
modulo) e dunque f(2) = £g(2) con & € C e |¢] = 1; cioe £ = € e f & una rotazione di angolo 6.
D
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Capitolo 3

Serie di Laurent

Definizione 3.1 Una espressione del tipo )., apx® con ap € C, Vk € 7 si dice serie di
Laurant formale. La serie di Laurent si dice meromorfa se ha solo un numero finito di indici
tali che k <0 e ax # 0.

Sia f(2) = > ez apr® una serie di Laurent formale; dividiamo la sommatoria e otteniamo
fi(2) = Y psoarz”® con fi(z) funzione olomorfa in una palla centrata nell’origine B(0,71) e con
derivata f{(z) = > ). kagz""!. Definiamo adesso g(u) = >, _oaru~* funzione olomorfa in un
intorno dell’origine B(0, %) La sua derivata & ¢'(u) = — Y., _okaru " 1. Definiamo dunque
fa(z) = g(1) = Yoo ar?® e quindi fi(2) = —59'(2) = 5 D pco karz®t. fa(2) ¢ una funzione
olomorfa per |z| > ry. Supponiamo adesso 7o < r1: abbiamo definito f(z) = fi(z)+ f2(z) e grazie
alle considerazioni fatte la funzione f(z) ¢ ben definita e olomorfa nella corona circolare degli z

tali che 75 < [2] < r1. Inoltre la derivata risulta essere f'(z) = 3,y kagzF~1.

Definizione 3.2 Nelle notazioni precedenti fissiamo 0 < ro <11 < +00 ea € C; allora definiamo
K ={z € C|ry < |z—a| < r1} corona circolare; inoltre una funzione f definita in K a valori in
C si dice che ammette uno sviluppo in serie di Laurent in K se esiste una serie di Laurent
ez ak(z — 20)F convergente ad f in K.

OSSERVAZIONE: Se f ammette uno sviluppo in serie di Laurent, allora f ¢ olomorfa in K.

Teorema 3.0.1 Sia K = {2z € C|ry < |z —a| <11} con 0 < ry <1 < 400 corona circolare
aperta. Sia f: K — C olomorfa, allora f ammette uno sviluppo in serie di Laurent in K e tale
sviluppo € unico.

Dimostrazione: A meno di traslazioni possiamo supporre a = 0:
Unicita) Prendiamo lo sviluppo in serie di Laurent f(z) = Y., axz" e definiamo fi(z) =
> k>0 arz® in B(0,71) e fa(z) = Yo, oo anz® con |z| > 1y e tale che
lim — [fa(2)] =0

|z|>72,|z| =400

Supponiamo che esistano altre due funzioni g1, g2 con le stesse proprieta di fi, fo e tali che
f(z) = g1(2) + g2(2) in K. Vale dunque che f; — g1 = fa — g2. Costruiamo adesso la
funzione:

fa(z) = ga(2) [z > 12
h(z) & intera (olomorfa su tutto C) e lim|,|_, o [h(2)| = 0. Dunque h(z) & limitata e intera
e per il teorema di Louville h & costante: h = 0 perché il limite ¢ 0. Vale dunque che f; = ¢;
e fa = g2

hz) = {fl(z) —gqi(z)  z€ B(0,m)
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Esistenza) Fissiamo i numeri reali po, ph, p1, pj tali che o < ply < p2 < p1 < p} < r1 e indichiamo
con 1 = 0B(0, p}) e v2 = IB(0, p,). Mostriamo la tesi per pezzi:

1. Vz € {z]p2 < z < p1} vale la formula

5o = g [ Dag— L [ Ly

2mi )y, §— 2 2mi )y, §— 2

Dimostrazione: Allegare disegno. Consideriamo la corona circolare in figura e scrivia-
mo z = ppe’®® con py < pg < p1 e consideriamo un settore circolare ¥ V0 < £ < 7
dato da X, = {pe|p, < p < p} e Oy —e < 0 < Oy + ¢} e indichiamo con T'. = 9%..
Osserviamo che V0 < g,¢’ < 7w Y. & omotopicamente equivalente a Y.,. Inoltre, per €
piccolo, I'. & omotopicamente equivalente a 0B(z,r) con r piccolo. Ma allora possiamo
applicare la formula dell’integrale di Cauchy che ci dice che

- L 1 o L[ O

2mi JoBGr € — 2 27i r.§—z

—=d¢ VOo<e<m

Facendo tendere € — 7 il settore circolare copre tutta la corona circolare ad esclusione
del segmento percorso in verso opposto e dunque:

L[ O, 1 / /€)
. LA ffi LA
V2

2mi ), & — 2 271 E—2

2. Sviluppiamo separatamente in serie di potenze i due integrali.
k

Svolgimento: Usiamo che g—z = 5(11 5 Ek>0 orT che converge uniformemente in

B(0, p), allora possiamo scambiare serie ed integrale ottenendo:

1 f(&)
27 f—z de = Z 27 /W1 £k+1dz)

k>0

f(z) = dg

convergente in B(0, p}).

: : : . K h
Sviluppiamo il secondo integrale: f%z = —fié = —Z(ll_g) == Zkzo zgﬁ = =2 h<o giﬁ
con il cambio h = —k — 1 e si ha convergenza uniforme per tutti gli z tali che |z| > pb.

Scambiando serie con integrale si ottiene:

1
o 725—735 Z 27m/ {’”15

per gli z tali che |z| > ph;

3. Conclusione: Definiamo i seguenti coefficienti:

W[ e o
o o iirde R <0

allora f(z) = Zkezakzk in {z|pa < |z| < p1} e facendo tendere po — 9 € p1 — 11
otteniamo
z) = Zakzk in K ={z|ra <|z| <ri}
keZ
DI
EsErcizio: Sia f(z) = Zil. Calcolare lo sviluppo in serie di Laurent nelle due corone
circolari K1 = {z|0 < |2] < 1}, K2 = {2]0 < |z — 1] < 1}. risolvimi.
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Capitolo 4

Singolarita isolate

Definizione 4.1 Sia U C C e f : U — C analitica; sia a € C—U tale che Ir > 0 tale che la
palla puntata B(a,r) = B(a,r) —{a} C U, allora diciamo che a é una singolarita isolata per

f-

ESEMPIO: f(z) = 1 ha una singolarita isolata in 0 (f & definita in C — {0}).

OSSERVAZIONE: Se a € una singolarita isolata per f, allora f ha uno sviluppo in serie di
Laurent in B(a,r) in quanto B(a,r) & una corona circolare = f(z) = > pez an(z — a).

Le singolarita si classificano andando a vedere quali sono i coefficienti non nulli a corrispon-
denti ai valori di k£ negativi. Diamo allora la seguente

Definizione 4.2 Un punto a che é una singolarita isolata si dice:

Singolarita eliminabile se ap = 0 per ogni k < 0. Owvvero lo sviluppo in serie di Laurent é in
realta uno sviluppo in serie di potenze. Viene detta eliminabile poiché possiamo estendere
f ad a con il valore che assume la serie di potenza in a;

Singolarita polare o polo se esiste un numero finito non nullo di coefficienti ay, # 0 con k < 0.
In tale situazione, detto m = mazxgso{a_r # 0}, diciamo che il punto a é un polo di ordine
m e che f ha ordine —m in a (cioé Of(a) = —m). I poli di ordine 1 sono detti poli
semplici.

Singolarita essenziale se a; # 0 per infiniti k < 0.

Vediamo alcuni esempi di singolarita isolate:

1. La funzione % (sviluppo di Laurent di se stessa) ha una singolarita polare in 0 di ordine 1;

2. f(z) = ¥22 ha una singolarita eliminabile in 0, infatti sin z = Zkzo(—l)k% = Sz —

Zkgo(_l)k% ¢ il suo sviluppo in serie di Laurent;

1 . s C . k 1
3. f(z) = e> ha una singolarita essenziale in zero in quanto e* = Zkzo Zr € dunque ez =
k
z
Zkgo k)"

In generale e molto difficile trovare una serie di Laurent nell’intorno della singolarita, dunque
¢ difficile o quasi impossibile caratterizzare la singolarita con la definizione. Vediamo allora dei
teoremi per lo studio delle singolarita:

Teorema 4.0.1 Sia U C C aperto, a € U, f: U —{a} — C olomorfa; allora i sequenti fatti sono
equivalenti:
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1. f ha una singolarita eliminabile in a;
2. f si puo estendere a una funzione olomorfa su tutto U;

3. f & limitata nella corona circolare B(a,r) per qualche r > 0.

Dimostrazione:

1 = 2) Lo sviluppo intorno ad a di f (in B(a,r) C U) & dato da 3"~ ax(z — a)* e definisce una
funzione olomorfa su tutta la palla B(a,r) (anche in a) e dunque basta porre f(a) = ag per
avere la tesi;

2 =-1) Se f si estende ad una funzione olomorfa su tutto U allora lo sviluppo in serie di Laurent
di f intorno ad a deve essere uno sviluppo in serie di potenze e dunque la singolarita e
eliminabile per definizione;

2 = 3) Grazie allo sviluppo in serie non & possibile che la funzione sia illimitata per definizione;

3=1) Sia f(2) = Y ez ar(z — @) sviluppo in serie di Laurent intorno ad a. Scriviamo i coef-

ficienti della serie (li conosciamo per dimostrazioni precedenti) ay = ﬁ J. OB (ar) %dz.

Per ipotesi sappiamo che f & limitata e dunque | f(z)| < M per ogni z € B(a,). In particolare
allora vale anche sul bordo e possiamo stimare la norma dell’integrale:

1 f(2) 1 M M
= I5m /aB() Gt 1S okt 2T

Se k < 0 facendo tendere r a 0 si ha che er — 0 e cioe a, =0 Vk < 0.

>

Teorema 4.0.2 Sia U C C aperto, a € U, f: U —{a} — C olomorfa; allora i sequenti fatti sono
equivalenti:

1. f ha un polo di ordine m in a;
2. La funzione (z — a)™ f(z) ha una singolarita eliminabile in a;

8. 3b1, ..., by € C tali che f(z) — 377, % ha una singolarita eliminabile in a.

Dimostrazione:

1< 2) Scriviamo f(2) = >,z ar(z — a)* sviluppo in serie di Laurent in un intorno di a, allora
(z—a)"f(2) =Y ez an(z —a)™F =3, ) am_n(z — a)" con la sostituzione h = m — k;

1=3) f(z) = Z,Zzlm ap(z —a)* + > k>0 0k(2 — a)*. Posto b; = a_j, con 1 < j < m si ha la tesi.

3=1) fl2) =20, % = D k>0 k(2 — a)* con a, = b_j con —m < k < —1. Porto di 1a la
serie dei b; rinominata e ho la tesi

>
Definizione 4.3 Sia U C C aperto; una funzione f di dice meromorfa suU se f € una funzione
olomorfa in U — S con S discreto in U tale che abbia solo singolarita eliminabili o poli nei punti

di S.
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OSSERVAZIONE: f olomorfa in U = f meromorfa in U.

OSSERVAZIONE: f & meromorfa in U < lo sviluppo in serie di Laurent di f in un qualsiasi
a € U ¢ in realta una serie di Laurent meromorfa.

OSSERVAZIONE: Siano f,g meromorfe in U = f £ g, fg sono meromorfe e, se g non &
identicamente nulla, allora 5 € meromorfa.
Definizione 4.4 Definiamo O(U) l'anello delle funzioni olomorfe in U e M(U) il campo delle
funzioni meromorfe in U.

OSSERVAZIONE: M (U) ¢ il campo delle frazioni di O(U) (non dimostreremo questo fatto, lo
abbiamo dimostrato solo localmente, cioé abbiamo mostrate che C((x)) ¢ il campo delle frazioni

di C[[z]]).

Teorema 4.0.3 (Teorema di Casorati-Weierstrass) Sia U C C aperto, a € U e f : U —

{a} — C analitica, se f ha una singolarita essenziale in a, allora ¥r > 0 Vimmagine di B(a,r) é
un sottoinsieme denso in C.

Dimostrazione: Supponiamo per assurdo che esista > 0 tale che f(B(a,r)) non sia denso in
C, ovvero esista o € C e s € R* tali che |f(z) — a| > s per ogni z € B(a,r) aperta. Conside-
riamo allora la funzione g(z) = % olomorfa e limitata in B(a,r), allora, per il teorema sulla
singolarita eliminabile, g ha una singolarita eliminabile in a. Dato che 'inverso di una funzione
olomorfa & meromorfa per l'osservazione precedente, anche f(z) — « ha singolarita eliminabili o
polari, assurdo.

>

Corollario 4.0.4 Sia a una singolaritd isolata di f, allora:
1. a ¢é una singolarita eliminabile < esiste finito il lim,_,, f(2);
2. a éun polo & Flim,_,, f(2) = o0;
3. a & una singolarita essenziale < non esiste il limite lim,_,, f(2) .

Dimostrazione:
1. Segue direttamente dal teorema sulle singolarita eliminabili;

2. =) Sia a un polo di ordine m, ovvero f(z) = > ;- _, ar(z — a)* nella palla puntata,

allora abbiamo visto che la funzione ¢g(z) = (¢ — a)™ f(#) ha una singolarita eliminabile; in
particolare dunque esiste finito il limite lim,_,4 g(2), ma allora

. o9z
;liréf(z) - ;ILI}L (z — a)m -
<) Se lim,,, f(2) = oo allora limzﬁa% = 0 cioe % ha una singolarita eliminabile.

Dunque f(z) (sempre perché inversa di olomorfa) ha singolarita o eliminabile o polare. La
singolarita pero non puo essere eliminabile per ipotesi e dunque f ha un polo;

3. =) Segue dal teorema di Casorati-Weierstrass;
<) Per la caratterizzazione degli altri punti rimane quest’ultima possibilita e basta.

R
Esercizio: Sia U C C aperto connesso, mostrare che I'insieme delle funzioni che hanno
singolarita isolate in U in generale non ¢ un campo. risolvimi
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Definizione 4.5 Sia f una funzione con una singolarita isolata in un punto a e sia ) ., ax(z —
a)k lo sviluppo in serie di Laurent intorno ad a; definiamo residuo di f in a, Res(f,a), il
coefficiente a_1 dello sviluppo.

Proposizione 4.0.5 Sia U C C aperto e a € U tale che B(a,r) C U, Sia f olomorfa in f—{a},
allora

/ f(2)dz = 2miRes(f,a)
OB(a,r)

Dimostrazione: Consideriamo f(z) = Y,z ax(z — a)* sviluppo in serie di Laurent intorno ad

a in B(a,R) C U e R > r; dato che la serie di Laurent converge uniformemente nella corona
circolare posso scambiare la serie con l'integrale ottenendo:

f(z)dz = a/ z—a)kdz =
/8B(a,r) ( ) Z g BB(a,T)( )

kEZ

Adesso per ogni k # —1 la forma differenziale ¢ esatta e pertanto I'integrale vale zero. Si ottiene:

d
a_l/ S 2mia_y = 2miRes(f, a)
1o}

B(ar) # — @

dove I'ultima uguaglianza si ha quando a ¢ una singolarita.
B

Teorema 4.0.6 (Teorema dei residui) Sia U C C aperto semplicemente connesso e siano
21y ey 2n € U, consideriamo f: U —{z1,....,2,} — C olomorfa ey : I — U —{z1,..., 2z, } cammino
chiuso, allora:

1

— z)dz = Res(f,z;) (v, %
i ] 1) 3 Resf5)10)

Tale formula ¢ detta formula dei residus.

Dimostrazione: Siano Q1,...,Qy definite come Q;(2) = > p_qar;(z — zj)* dove gli ay,; corri-
spondono ai coefficienti negativi degli sviluppi di f(z) negli z;. Allora la funzione g(z) =

f(z) = Qi(2) — ... — Qun(z) & olomorfa su tutto U. Allora per la semplice connessione di U si
ha
n
/g(z)dz =0 i/f(z)dz = Z/Q](z)
v v j=177
Quando integriamo I'unico termine della scrittura dei @); che da contributo ¢ quello con k; = —1.

Si ottiene pertanto

- dz 1 -
| s = > Reslf ) 255 = [ = >~ Restf )i r:3)

B
OSSERVAZIONE: Il teorema appena dimostrato ¢ importante poiché ci mostra che 'integrale
lungo una curva chiusa dipende solamente dai residui.
Vediamo adesso delle tattiche per calcolare in modo agevole i residui:

1. Se f ha una singolarita eliminabile in zg, allora Res(f, zp) = 0;

2. Se f ha un polo semplice in zg, allora lim,_,,,(z — 20) f(2) = Res(f, 20);
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3. Se f ha un polo di ordine m > 2 in zp, allora g(z) = ( — 20)™f(2) ha una singolarita
eliminabile in 29 e Res(f,z) =coefficiente di (z — 29)™ ! nello sviluppo in serie di g, e
9V (2),

dunque Res(f, zo) = lim,_,,, mr

4. Se f ha una singolarita essenziale non ci sono metodi generali.

EsEmMPIO: Sia f(z) = H%SZ, verifichiamo che tipo di punto ¢ zo = 0: lim,_,o =2 = 0
(scrivo il coseno con la definizione) e dunque f ha una singolarita eliminabile in zero (Res( ,0) =
0).

EseEmPIO: Sia f(z) = Shllz, verifichiamo che tipo di punto ¢ 2o = 0: lim, 0 ;=5 = 1 e quindi
29 = 0 & un polo semplice e Res(f,0) = 1.

Proposizione 4.0.7 Sia f una funzione tale che f =
p(z0) # 0 e 29 & uno zero semplice di q, ovvero Og(zp)

Res(f, 20) = L&

i un intorno di zg, con p,q olomorfe e

p
q
=1, allora zy € un polo semplice per f e

Dimostrazione: Scriviamo q(2) = ¢'(20)(2—20)+)_p>1 ap(z—20)F = (z—20) f(2) = p()

@' (20)+2 g >2 an(z—20)" 1

p(20)
e per z — zp si ha & 7o)

D

EsErcizio: Sia f(z) = Z;Q_(ff;r)l calcolare fa,. f(2)dz per ognir > 0er #1econ q, = re?™t
cammino della circonferenza intorno all’origine (¢ € [0, 1]).

Svolgimento: Calcoliamo le singolarita della funzione: z = 0 & un polo di ordine 2 (si moltiplica

per 22 e il limite & finito), mentre z = 1 & un polo semplice (teorema precedente). Vale dunque
Res(f,0) = —2 e Res(f,1) = 1. Quindi:

0<r<1l = / f(2)dz = 2miRes(f,0) = —4mi

r>1 = / f(z)dz = 2mi(Res(f,0) + Res(f,1)) = —2mi

1
Esercizio: Calcolare il residuo di f(z) = = nei suoi punti singolari.

Svolgimento: Le singolarita sono nei punti zp = 0 e z1 = 1. Per quanto riguarda 1 possiamo

applicare il teorema dimostrato e il polo ¢ semplice. In particolare vale che Res(f,1) = 5,((11))

Per quanto riguarda zp = 0 notiamo prima di tutto che ¢ una singolarita essenziale (facendo i
limiti per 0+ e 0™ si ottengono valori diversi)' cerchiamo di calcolare il residuo. Consideriamo gli

= —€.

sviluppi er = Zk>0 = k, e ﬁ = 1>0 ZF. f(2) ¢ il prodotto delle due serie: voglia calcolare il
coefficiente di ;3 questo viene esattamente Z E>1 % =e—1.

Definizione 4.6 Sia f(2) = a;,2™(1+ h(z)) con m € Z, m = O¢(0), h(0) = 0 e h olomorfa in
0, sviluppo in serie di Laurent di f in 0, con 0 singolarita polare, f'(z) = mamz™ (1 + h(z)) +

' (z)
T+h(z)

z
h é olomorfa), allora Res(f%,()) =m = 0¢(0). La funzione f, ¢ detta derivata logaritmica (la
definizione ¢ analoga con zy al posto di 0).

amz™h (2) e consideriamo fT/(z) =+ olomorfa in 0 (al denominatore non si annulla e

Teorema 4.0.8 (Teorema dell’indicatore logaritmico) Sia U C C aperto semplicemente

connesso, sia f meromorfa in U e sia v : I — U cammino chiuso tale che ~(I) non conten-

ga né zeri, né poli di f, allora la funzione fo ¢ meromorfa in U, non ha singolarita in v(I) e

vale
57 /f > I(v, )0 (z5)

z; poli interni a «y
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Dimostrazione: La funzione f7 ¢ meromorfa poiché quoziente di funzioni meromorfe; ha poli
solo negli zeri o nei poli di f poiché Res(T, 29) # 0 se zp € un polo o & uno zero di f; 1noltre se 2g

e polo o zero di f si ha Of(z) = Res(f%, 20). Posso allora applicare il teorema dei residui perché
U & semplicemente connesso ottenendo la tesi.
D
OSSERVAZIONE: Nella sommatoria abbiamo un numero finito di addendi poiché la chiusura
dei punti interni a v ¢ un compatto e gli zeri e i poli sono un sottoinsieme discreto (discreto in
compatto implica finito)
OSSERVAZIONE: Se 7 circonda semplicemente (con indice 1) tutti gli zeri e i poli di f allora

/
v / f—(z)dz = (numero degli zeri con molteplicitd) — (numero poli con molteplicita)
i

Teorema 4.0.9 (Teorema di Rouché) Sia U C C aperto semplicemente connesso e sia 7y :
I — C curva chiusa regolare a tratti (in realta basta una curva continua) e siano f,g olomorfe
in U tali che |f(z) — g(2)| < |f(2)| per ogni z € v(I), allora

Yo 1(12)0p() = Y 1(7,2)04(2)

zeU—~(I) zeU—~(I)

Dimostrazione: Le due scritture delle serie sono ben definite perché il numero degli zeri di f
e g interni a v ¢ finito. La disuguaglianza dell’ipotesi ci dice che f e ¢ non hanno zeri in
v(I). Definiamo F(z) = ?Ez) e riscriviamo la disuguaglianza come |F(z) — 1| < 1 per ogni
ze~y(I)= F(y(I)) € B(1,1). Adesso I(F o~,0) = 0 poiché 0 & un punto esterno, allora:

> 1 rv /
O—I(Foy,o)_l./F d_;m/o F(;(t))”(t)dt_
oy

~

2mi z (v(¢)
1 F/ fl g/
=— | —=(t)dt = = —Z)dz
2mi J, F( ) 2m 7( f g)

Applicando adesso il teorema dell’indice logaritmico si ha:

2m/f/ 27rz/ dz Yo I(1,2)05(2) = Y 1(3,2)04(2)

zeU—~(I) zeU—~(I)

>

OSSERVAZIONE: (7, zg) prende il valore 1 per i punti interni e 0 per i punti esterni; questo
ci dice che il numero degli zeri di f interni a v ¢ uguale al numero degli zeri di g intorno a ~.

EsErcizio: Sia a € R,a > 1, dimostriamo che I'equazione ze®™?
nel disco unitario B(0, 1).
Svolgimento: Consideriamo g(z) = ze®™* — 1 e vogliamo calcolare gli zeri di questa funzione nel
disco; se definiamo f(z) = ze* * = g(z) + 1, allora sappiamo che f ha un unico zero in z = 0
poiché e*~% non si annulla mai. Vediamo se f e g soddisfano le ipotesi di Rouché: abbiamo
|f(2) — g(2)|] = 1, vediamo quanto vale la norma di f sulla circonferenza unitaria: se |z| = 1 =
z=ax+iycon 2?2 +y? =1= |f(2)] = e % Siccomea >1=a—x>0=|f(z)] >1=
|f(z) — g(2)|,Vz € 9B(0,1). Allora, per Rouché, il numero degli zeri di g in B(0,1) & uguale a
quello degli zeri di f nella palla, cioe 1.

= 1 ha una sola soluzione

a—z
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Capitolo 5

Sfera di Riemann

Vogliamo estendere il dominio di una funzione al valore +oo; per farlo introduciamo la sfera di
(C2 — {07 0}

Riemann P!(C) = C U co. Per definizione P!(C) & lo spazio dove ~ & una relazione

di equivalenza e in particolare
(21,22) ~ (w1, w2) <= IXN# 0 € C t.c. A(20,21) = (wo,w1)

Indichiamo un elemento del quoziente [(zp,21)] con la scrittura [zg,z1] (sono le coordinate
omogenee del punto). Notiamo che dalla relazione di equivalenza discende che due elemen-
ti appartenenti a P!(C) sono uguali se e solo se sono uno un multiplo complesso dell’altro:
[2’0,2’1] = [wo,wl] = [wo,wl] = [)\ZQ,)\Zl].

Definizione 5.1 Nello spazio P'(C) definiamo i sequenti insiemi:
Uo = {[20, 21] € P*(C)|z0 # 0}
Ui = {[20, 1] € P'(C)|z1 # 0}
che chiamiamo aperti fondamentali.

OSSERVAZIONE: Per come sono definiti gli aperti fondamentali, un elemento [zg, 21| € Uy €
uguale all’elemento [1, 2-]. Dato che questo lo posso fare per ogni elemento in Uy (e analogamente
per ogni elemento di U;) sono ben definite le mappe:

D : Uy — C
[20,21] — i—é
@1 : U1 — C
[20,21] — 2

Si verifica che le mappe cosi definite sono omeomorfismi.

Identifichiamo adesso Uy con C e denotiamo il punto [0,1] € U; C PY(C) con oco. I punti che
non appartengono a Up sono della forma [0, a], ma allora, per come sono definiti gli elementi di
P1(C), soltanto co non appartiene a Uy. Possiamo dunque dire che P*(C) = Uy U [0,1] = C U co.

Definizione 5.2 La struttura P'(C) = C Uocc = C prende il nome di sfera di Riemann.

Continuando con l'identificazione fatta (cioe Uy = C e U; = C — {0} U oo poiché il punto [0, 1]

che doveva essere moralmente lo zero e diventato infinito) possiamo reinterpretare la funzioni ®q
e ®1: &y = idc mentre @1 : C — {0} Uoo — C ¢ tale che ®1(2) = L se 2z # 00 e ®1(c0) = 0.

Tz
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Definizione 5.3 La coppia {(Uy, o), (U1, ®1)} prende il nome di atlante analitico e P!(C) ¢
detto varieta analitica.

Da adesso in avanti tratteremo un elemento della sfera di Riemann come un numero complesso
con attenzione al fatto che ¢ presente anche I’elemento oo e che vale la relazione é =0.

Definizione 5.4 Sia U C C aperto, una funzione f : U — C si dice olomorfa (meromorfa)
se:

1. f & olomorfa (meromorfa) in U N C;

2. La funzione f(z) = f(2) ¢ olomorfa (meromorfa) in U= {iz e UL

OSSERVAZIONE: Se U C C riotteniamo la definizione di funzione olomorfa o meromorfa in un
aperto di C; se 0o € U, allora stiamo anche richiedendo che f(z) = f (1 sia olomorfa (meromorfa)
in 0.

OSSERVAZIONE: Se f ha una singolarita isolata all’infinito (avviene sempre se f ha un numero
finito di singolarita: un intorno di oo ha la forma |z| > ¢ con ¢ > 0 0 ¢ = 0o e dunque basta
scegliere ¢ abbastanza grande), allora il tipo di singolarita di f in co & quello di f in 0.

EsemMPIO: Consideriamo p(z) = an2"™ + ... + a1z + ap; vogliamo capirne il comportamento a
oo e pertanto consideriamo p(z) = p(%) =2+ ...+ % +ap. Adesso se n > 1, allora p ha un
polo di ordine n in 0 e dunque p ha un polo di ordine n in co. Se n = 0, allora p = p =costante
e dunque abbiamo una singolarita eliminabile in co.

ESEMPIO: f(2) = €%, f(2) = ez, allora f(2) ha una singolarita essenziale in 0 e dunque f ha
una singolarita essenziale in co.

Proposizione 5.0.1 Le funzioni olomorfe su tutta la sfera di Riemann sono solo le costanti.

Dimostrazione: Sia f : C—>cC olomorfa, allora f e limitata altrimenti avremmo una singolarita
in oo, allora f & costante per il teorema di Louville.
>

Proposizione 5.0.2 Le funzioni meromorfe su tutto C sono le funzioni razionali f = %.

Dimostrazione: Consideriamo f € M (@), dato che in particolare € meromorfa in oo allora le
singolarita sono in numero finito (discreto in compatto implica finito): Je¢ grande tale che f sia
analitica nell'insieme {z € C||z|] > C} poiché non contiene le singolarita finite ed & intorno di
oo. Tutte le singolarita sono contenute in {z € C||z| < C} e sono in numero finito, diciamo
{#1, ..., zn }; inoltre tali singolarita sono al piu polari per definizione di meromorfa. Indichiamo
con m; l'ordine del polo i. Allora g(z) = f(2)(z—21)" -+ (2 — 2;»)™" € una funzione olomorfa su
tutto C e dunque possiamo scrivere g(z) = 3,5, ax2® con ax € C calcolati mediante la formula
di Cauchy. Gli a; sono in numero finito perché g(z) & meromorfa al pit1 in oo e quindi co & una

singolarita al piu polare. Dato che g(z) & un polinomio si ha che f(z) = (zle)mlg--(-z()zfzm)m"'

>

Definizione 5.5 Sia U C C aperto, [ € M(U) tale che f ha una singolarita isolata in oo,

definiamo Res(f,o0) = —Res(f,0) dove f(z) = %f( ) = ng(z)-

EsERC1Z10: Dimostrare che Res(f, c0) 2m faR f(&)d§ con ap circonferenza centrata nel-
l'origine di raggio R con R abbastanza grande tale che f non abbia singolarita nell’aperto degli
z € C tali che |z| > R.
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Svolgimento: Poiché f ha una singolarita isolata in oo per R >> 0, f ¢ olomorfa in {z € C| [2] >
R}, allora f & olomorfa in {z € C| |z| < +} — {0}. Stessa cosa per f, allora

Y L — RGE

Res(f 0) = 2mi 2’ 22 2mi
R

Dove si & usato il cambio di variabile £ =

OSSERVAZIONE: Il metodo per il calcolo dei residui (i limiti) non vale all’infinito, ad esempio
f(2) = 1 ha una singolarita eliminabile in oo, ma non & vero che Res(foo) = 0 (dalla formula
risulta essere —1).

EsERCIZIO: Sia f(z) € M(C), dimostrare che >.e¢ Res(f,2) =0.
Svolgimento: Sia R abbastanza grande tale che le singolarita di f sono tutte contenute in {z €
C| |z| < R}. Allora, grazie alla formula dei residui e all’esercizio precedente si ha:

1

—Res(f,00) = 9

f dz—ZResfz) = ZRes(f,z):O

zeC ZEC

La formula ) _ Res(f,z) ¢ molto utile poiché per calcolare la somma di tutti i residui di C
ci basta calcolare il residuo all’infinito.
. 9 P . . .
ESEMPIO: Sia f(z) = —f5— meromorfa all’infinito. Calcoliamo faR f(2)dz: invece di calcolare

la somma di tutti i residui, ci basta calcolare il residuo all'infinito. Res(f,c0) = Res(f,0), f(z) =
1

Zlgf(l) = £ = g ! -moy che ¢ la serie geometrica %Zkzo 210% = Res(f,0) = Res(f,o0) = 1.

101

Vale dunque che f f(2)dz = —2miRes(f,00) = —2mi
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Capitolo 6

Calcolo di integrali definiti con il
metodo dei residui:

Vediamo alcune applicazioni del teorema dei residui per il calcolo degli integrali:

Integrali trigonometrici: Consideriamo I = 02” R(sint; cost)dt dove R(x,y) € una funzione

razionale il cui denominatore non si annulla mai nei punti della circonferenza unitari (cioe sui

punti della forma (sint, cost). Nota: a volte ¢ piu facile calcolare gli integrali reali considerandoli
complessi. Sia dunque z = e’ e

. . 1

. o eltfe*’“f o z—;

sint = =—— = — )

o eit+€—it o z—|—Z
cost = 5 =—

dz = iettdt = izdt

Allora vale:

1 1.1 1\ 1
I = /041 R(Z(z — ;), 5(2 + ;)) Edz = 2mi | Z | Res(R(sint;cost), zj)
z; poli interni a a1

2m 4t
0 asint’

EsEMPIO: Sia a > 1, calcolare I = Applichiamo la sostituzione descritta e otteniamo

1 1 2
1= ————dz = ———dz = z)dz
o iZza+ 5(z—1) A122+2azz—1 alf()

Calcoliamo adesso le singolarita di f: le radici del polinomio al denominatore sono —ai+iva2 — 1,
ma solo la radice con il + sta dentro S! e pertanto la funzione f ha un solo polo (semplice perché

al denominatore la radice ha molteplicita 1) all’interno di ay. Per calcolare Res(f, —ai+iv/ a?—1

1. . - . 2 1 _ 2 _ i

utlhzleamo la formula e pertanto Res(f, —ai+iva? —1= eV T = TV Pertanto
— .

I= Vaz-1’

Integrali impropri di funzioni razionali: Partiamo con un lemma preliminare:

Lemma 6.0.1 Pere > 0 definiamo H, = {z = x+iy € C| |y| > —¢}, sia f meromorfa in H. tale
che f ha un numero finito di poli e tale che lim|,|_,  zf(2) = 0, allora impg_ va f(z)dz=0

con Yr(t) = Re, t € (0,7) (yr ¢ la semicirconferenza superiore di raggio R).
Dimostrazione: Per R sufficientemente grande I'integrale & ben definito poiché, avendo un numero

finito di poli, yr non passa per nessun polo. Sia M(R) = maz{|f(z)| | z € yr}. Per ipotesi
M(R) — 0 per R — o0, allora | fm f(z)dz| < M(R)l(vr) = M(R)TR — 0 per R — +00.
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>

Sia f una funzione razionale con grado del denominatore maggiore uguale al grado del nume-

ratore +2, ovvero f = % con deg(q) > deg(p) + 2. Consideriamo f(z) = % razionale senza poli
sull’asse reale, allora

+oo r
/ f(x)dx = lim f(x)dx

— 0 r—+oo J__

dove 'uguaglianza € vero se c’e convergenza. Nel caso in cui valga la condizione sui gradi dei
polinomi p, ¢ si ha convergenza dell’integrale e possiamo provare a calcolarlo. Riscriviamo 1'in-
tegrale lungo la curva chiusa descritta dalla semicirconferenza di raggio r e dalla retta reale e,
utilizzando il teorema dei residui, otteniamo:

' flz)de+ [ f(z)dz =2mi Z Res(f,z)
. -

z€H,|z|<r

con H = {z € C|¥(z) > 0}. Facendo adesso tendere r — +00, per il lemma precedente, I'integrale
lungo ~, tende a 0 e pertanto otteniamo che

I = lim f(z)dzr = 2mi Z Res(f,z)

r z€H
EsEmpIO: [ = fj;o xgil = 2miRes(f,i) dove f(z) = Z%H Adesso Res(f,i) = lim,_;(z —
z)ﬁ = & e dunque I = mi.

Lemma 6.0.2 Sia U C C aperto con 0 € U e g meromorfa in U tale che 0 sia un polo semplice
per g, allora lim._,q f% g(2)dz = miRes(g,0) con ~. semicirconferenza di raggio €: ~-(t) = ee't
pert € [0,7].

Dimostrazione: Consideriamo lo sviluppo in serie di Laurent intorno all’origine g(z) = % 4 h(2)
con h olomorfa in B(0,r) con r piccolo. La funzione h(z) ¢ limitata in B(0,r) ovvero |h(z)| < M.
Allora lim. o [, _h(z)dz = 0 poiché

| / h(=)dz] < Mi(12) = 0

£

Abbiamo dunque che
d
/ g(z)dz = Res(g,O)/ 72 = miRes(g,0)

dove l'ultima uguaglianza segue dal fatto che I'integrale (svolgendolo con la definizione) vale 7i.
>

Lemma 6.0.3 Consideriamo H. = {z = x + iy € C| |y| > —¢} con e > 0. Sia f € M(H,)
con un numero finito di poli e tale che lim|,_, .>0 f(2) = 0. Consideriamo ~(t) = ret
semicirconferenza di raggio r con t € [0, 7], allora lim,_, f% f(2)e?dz =0

Dimostrazione: f% f(z)e” = [ f (rett)eir(cost+sint;neit gt dove Puguale & conseguenza dello svi-
luppo lungo il cammino. Consideriamo adesso M (r) = maz{|f(z)| | |z| = r} e passando ai valori
assoluti si ha che I'integrale di partenza ¢ minore uguale di M (r)r| ["e™"*™!|. Osserviamo che
2ol go )<t <Fed>_249per T <t <. Allora

/ﬂ— e~ Tsint gy /2 e_TSintdt+ /r e Tsint gy < /2 G_T%dth /wT e—r(—%—l—%)dt _ z(l _ 6—r)
0 0 z 0 s r

2 2
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Possiamo dunque concludere:

[ e < MerTa e T
>

Teorema 6.0.4 Nelle notazioni precedenti, sia f € M(H.) con un numero finito di poli e nes-
suna singolarita sulla retta reale e tale che lim|, o .>0 f(2) = 0. Consideriamo 7,.(t) = rett
semicirconferenza di raggio v con t € [0, 7|, allora

+o0 . .
/ f(x)e*dr = 2mi Z Res(f(z)e*, zo)

—o© 20€H

Dimostrazione: Integriamo sulla semicirconferenza di raggio r la funzione f(z)e’* come abbiamo
fatto per quanto riguarda gli integrali di funzioni razionali. Per il teorema dei residui di ha che

" f(z)e®dx —l—/ f(2)e*dz = 2mi Z Res(f(2)e”, )

- r 20€H,|z0|<r

Per il lemma appena dimostrato, passando al limite r — 400 l'integrale f% f(2)e*dz — 0 e si ha
la tesi.

>

EsErcizio: Calcolare I = fj;o sinz,

xT

Svolgimento: Osserviamo che sinz = 3(e'*) e dunque I lo posso scrivere come I = [T < (as-

sumiamo che l'integrale converga). Con tale sostituzione abbiamo introdotto un polo nell’origine
(infatti il limite & co) e dunque speziamo I come:

) —€ eix r eix
I = S( lim [ —dx + —de
e—0,r—00 0z e x

Consideriamo I'integrale di <~ lungo la curva chiusa definita dalla semicorona circolare con archi
Ve € 7Yp. Si ha:
—€ T T iz 12 1z
e e e e
/ dm+/ T [ it [ Caz=o
_y e Z ve Z  ?
e cioe

—€ i T ix 12 12
e e e e

/ daz+/ d:c:/ dz—/ ~—dz
—r X e X . < " z

Adesso passando ai limiti si ha:

1z 1z
/ € dr m’Res(e—,O)
e * z

iz
/ e—dz—>0
- z

dove per il primo integrale e per il secondo integrale sono stati utilizzati i risultati precedenti. I
assume pertanto il valore di S(miRes(%-,0)) = 7.

Lemma 6.0.5 Supponiamo che f soddisfi lim,,|_, 4 >0 f(2) =0 e fj;o |f(x)|dz é convergente;

allora f0+°o e f(z)dz converge.
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Dimostrazione: Senza senso Vale la formula sul teorema senza senso.

>
EsErcizio: Calcolare I = f0+o° ;giﬁdx I = %fj;o ;Siﬁ dx poiché e una funzione pari.
Abbiamo il problema che la funzione f(z) = 255 non ¢ limitata come funzione da C in C.

Considero allora R(e**) = cosz e dunque

1 +oo 61’2 1 eiz
([ ) = o
2§R /OO 2 2?)? 7TZR€S(22+1 i)

per quanto visto in precedenza. Adesso Res(%, i) = o =1 = o
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Capitolo 7

Principio di riflessione di Schwartz,
ultime proposizioni/esercizi

Lemma 7.0.1 Sia f : U — C continua con U aperto, alloraw = f(z)dz é chiusa < f é olomorfa.

Dimostrazione: =) w & localmente esatta = esiste localmente una primitiva F di f = f=F' ¢
olomorfa;
<) Teorema di Cauchy.

>

Teorema 7.0.2 (Principio di riflessione di Schwartz) Consideriamo H = {z € C|3(2) >
0} semipiano superiore, sia H = {z € C|J(z) > 0}, consideriamo f : H — C continua tale che
flu € analitica e f(R) CR; allora f si estende a una funzione analitica su tutto C.

Dimostrazione: Consideriamo H™ = {z € C|J(z) < 0} e definiamo la funzione

= Jf(z) e HUR=H
B fz ze€ H™

Notiamo che & una buona definizione, poiché se z sta nel semipiano negativo, z sta nel semipiano
positivo. La funzione f & continua ovunque: si incolla bene grazie al fatto che f (R) € R.
Vogliamo adesso dimostrare che f ¢ analitica ovunque (lo & gia in H). Verifichiamo che f e
analitica H~ osservando che le equazioni ci Cauchy-Riemann sono soddisfatte. Scriviamo f(z) =

u(z,y) + wv(x,y) e f soddisfa % = % e —g—; = g—; in H. Scriviamo adesso le equazioni di f

in H=: f(2) = u(z, —y) — vz, —y) = f(Z) = wi(z,y) + ivi(z,y). Valgono allora le seguenti
relazioni:
Ou;  Ou Ou;  Ou

or Oz 9y Oy
ov ov Oovy  Ov

or Oz dy Oy
e grazie al fatto che sono soddisfatte le equazioni in H sono soddisfatte anche in H~ = f e
olomorfa in H~ (Nota: potevamo anche mostrare che per ogni punto di H~ esiste uno sviluppo
in serie di potenze partendo dallo sviluppo in serie dei punti di H). Mostriamo adesso che f e
analitica in R o, equivalentemente, | ar f(2)dz = 0 (¢ sufficiente per il lemma precedente) con R
rettangolo contenuto in parte in H e in parte in H~ (per gli altri rettangoli abbiamo gia mostrato
che l'integrale fa 0 poiché la funzione ¢ analitica nei due semipiani). Dividiamo il rettangolo R
nella parte contenuta in H, R™, e nella parte contenuta in H—, R~ e percorriamo R in senso
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antiorario e R~ in senso antiorario. Il segmento in comune viene percorso in sensi diversi e quindi
vale:

f(z)dz = (z)dz + f(z)dz
OR OR*t OR~

A questo punto approssimiamo Rt con lim._,», R} e facciamo la stessa cosa per R™; si ha:

/ = lim (z)dz+ [ f(z)dz=0
oar 70 oRrt AR:

poiché gli integrali stanno rispettivamente in H e H~ e f & olomorfa in essi (e quindi esatta per
Cauchy e semplice connessione).
R
OSSERVAZIONE: il teorema precedente si puo generalizzare prendendo un qualsiasi dominio
simmetrico rispetto all’asse reale: consideriamo U C C aperto simmetrico rispetto all’asse reale:
definiamo UT =UNHeU =UNH eUy=UNR;se f:UTUUy — C & continua tale che
f|l+] ¢ olomorfa e f(Uy) C R, allora f si estende ad una funzione olomorfa su tutto U.

OSSERVAZIONE: Sia ,/ : R* — RT, allora non esiste una funzione che estenda J/ ad una
funzione olomorfa su tutto C*, ma € possibile estendere |/ @& una funzione definita su tutto C* e
olomorfa su C — RT.

Non possiamo invertire f : z — 22 su tutto C poiché f & un rivestimento a due fogli e dunque per

invertirla dobbiamo scegliere uno dei due fogli; se x € RT™ = /z = ¢319() & dobbiamo quindi

scegliere un ramo del logaritmo (ad esempio possiamo porre \/z = e%Log[O»Qﬂ(z))). Si ha quindi
che /z = \/M(cos(imgw’;”](z)) +1 sin(iArg[O’;“](z) )).

Proposizione 7.0.3 Sia U C C aperto connesso, D C C disco aperto, f : U — C analitica e
non costante tale che |f| sia costante su OD. Allora f ha almeno uno zero in D.

Dimostrazione: Fissiamo zp € D e definiamo g(z) = f(2) — f(z0). g(z0) = 0 e, se fossero
soddisfatte le ipotesi del teorema di Rouché per f e g avrei la tesi. |g(z) — f(2)] = |f(20)| <
|f(2)|Vz € 0D poiché per il principio del massimo modulo il massimo si trova in 0D, ma |f| &
costante in D e dunque per il teorema di Rouché f ha almeno una radice in D.
>

ESERCIZIO: Determinare il numero degli zeri del polinomio g(z) = 2874362574+ 712% +23 —2+1
in B(0,1) e in B(0,2)
Svolgimento: Sia f1(z) = 71z* che ha uno zero di molteplicita 4 in B(0,1). Adesso |g(z)— f1(2)| =
1287 +362°7 + 23 — 24+ 1] < 1+36+1—-1+1 =38 < |fi(2)] se |z] = 1. Posso dunque
applicare Rouché e quindi g(z) ha 4 zeri in B(0,1). Consideriamo adesso fa(z) = 287, allora se
2| =2 = |g(2) — fa(2)] = 136257 + 7T12% + 23 — 2 + 1] < 287 = | f2(2)| e dunque g(z) ha 87 zeri in
B(0,2) per il teorema di Rouché.

OSSERVAZIONE: Anche se le palle considerate fossero state chiuse i risultati sarebbero stati
gli stessi sempre per il teorema di Rouché.

EsErcizio: Sia f € M(C) tale che f'(z) = f(z) per ogni z € U aperto dove & definita f,
allora f = 0.
Svolgimento: Poiché f € M(C) = f = % con q # 0; allora f' = p/qq_gq/p = g per ipotesi e dunque
P (2)q(z) — ¢'(2)p(z) = p(2)q(z) per ogni z tale che ¢(z) # 0 e dunque su tutto U per il principio
del prolungamento analitico. Per questioni di grado dei polinomi si deve avere che p = 0 e dunque

f=0

Definizione 7.1 Siano U,V C C aperti, una funzione f : U — V si dice biolomorfa se ¢
olomorfa e bigettiva.
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Proposizione 7.0.4 Sia f: U — V biolomorfa allora:
1. f71:V = U ¢ biolomorfa;

2. f(z) #0 per ogni z € U
Dimostrazione:

1. Per il teorema della funzione aperta f & aperta e dunque f & un omeomorfismo; allora f~!
¢ un omeomorfismo (continua e bigettiva). Per il teorema della funzione implicita f~! &
olomorfa al di fuori di un insieme A = {w = f(2)|f'(z) = 0} discreto. Preso un qualsiasi
punto di V, f~! & limitata in un intorno ditale punto (per la continuita), ma allora f~! non
pud avere né poli, né singolarita essenziali = f~! & olomorfa;

2. Possiamo scrivere z = f(f~!(z)) per ogni z € V da cui derivando si ottiene 1 = f'(f~1(2))(f~1)'(2).

Queste devono essere diverse da 0 per ogni z e quindi la derivata di f in ogni punto ¢ diversa
da 0.

D

OSSERVAZIONE: Non esiste una funzione biolomorfa f : B(0,1) — C; infatti se esiste f~! :

C — B(0,1) sarebbe una funzione intera e limitata e dunque per Louville sarebbe costante,
assurdo.

Proposizione 7.0.5 Sia f: C — C una funzione olomorfa e non costante; allora i sequenti fatti
sono equivalenti:

1. 3g : C — C tale che ¢> = f;

2. 3h : C — C olomorfa e non costante ed esiste M > 0 tale che |h?| < M|f| su tutto C.
Dimostrazione:
1= 2) Ovvio, basta porre h =g e M = 1;

2=1) Sia® = ? € M(C); essendo limitata, questa funzione puo avere solo singolarita elimina-
bili, quindi si estende su tutto C a una funzione intera e limitata e dunque per il teorema
di Louville h? = kf su tutto C per qualche k € C. Posto allora A\? = k scelgo g = % e ho la
tesi.
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